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Que restera-t-il demain des écrits des savants ?... Seulement le mal qu’ils ont dit de
ceur qui les ont précédés. On se souvient de ce qu’ils ont détruit dans la théorie des
autres, mais ce qu’ils échafaudent eur-mémes sera immanquablement détruit, ridiculisé
méme par ceuz qui viendront aprés. Telle est la loi de la science [...]

Ce qui me fascine dans les sciences, c’est que j’y trouve la poésie supréme; avec
les mathématiques, le grisant vertige des mombres; avec l’astronomie, l’énigmatique
murmure de I’Univers. Mais de grdace, qu’on ne me parle pas de vérité!

Amin Maalouf, Samarcande
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Chapitre 1

Introduction historique

Certaines civilisations orientales comme ’ancienne civilisation chinoise pronent une appréhension
globale de la Nature considérée comme holistique et harmonieuse. Selon cette conception, tous les
éléments sont en interaction afin de produire un tout qui représente plus que la simple somme de
ses composantes. Cette approche holistique a entravé le progres scientifique de ces civilisations car
elle rejette I'idée que 1'on puisse étudier partiellement le monde en isolant le reste, comprendre la
partie sans le tout.!

La science occidentale, elle, repose essentiellement sur les approches développées par les Anciens
grecs tels que Platon ou Aristote. Dans le Timée, Platon développe une cosmologie, représentation
cohérente et rigoureuse de I'univers physique. A cette époque, ne sont accessibles a la connaissance
que des entités permanentes, intemporelles ; or le monde n’est pas immuable et, pour étre connais-
sable, son évolution méme doit présenter un caractére de permanence se manifestant sous forme
de causalité, stabilité et symétrie.?2 En posant les jalons de ce que va devenir la méthode utilisée
dans toute recherche a visée scientifique, il en fixe également les limites : & partir d’un ensemble
limité de présupposés ou d’axiomes (généralement indémontrables?), on cherche & vérifier une cor-
respondance convenable et raisonable entre les théoremes, déduits a 'aide de regles d’inférence
acceptées et reconnues par une communauté aussi large que possible, avec les données de 1’ob-
servation. Les mathématiques sont alors I'instrument privilégé permettant d’exprimer certaines
conséquences découlant des axiomes initialement posés. On comprend alors pourquoi le faible
développement mathématique de ’époque ne permet aux Anciens grecs que 'observations des
phénomenes réguliers, périodiques, soit le degré le plus bas de permanence. Ils développent alors
une représentation du monde basée sur des figures géométriques simples : le cercle pour les mou-
vements et les polyedres réguliers pour la théorie des éléments.

Pourtant la nature est complexe et ne se laisse pas toujours aborder a ’aide de concepts aussi
simples. L’homme désigne alors ce qui ne peut étre accessible a la connaissance par le terme
chaos, du latin chaos emprunté au grec khaos, qui est introduit dans la langue francaise en 1377
par Christine de Pisan*. Dans la théologie paienne, le chaos représente la confusion générale des
éléments avant leur séparation et leur arrangement pour former le monde®. Dans la Genese,
chaos est la traduction canonique en grec du terme hébreux tohu-wa-bohu (synonyme de pagaie en
allemand) apparaissant dans le premier chapitre de la Bible. Wa signifie et, et bohu certainement
la méme chose que tohu. Puisque ce mot apparait pour la premiere fois dans la Bible et qu’il
n’y a pas de tradition orale continue, nous ne pouvons pas étre certain de ce que "tohu” signifie.
Une analogie possible est "sens dessus-dessous”. Dans son dictionnaire philosophique, Voltaire
(1694-1778) fait une description de cette confusion existant avant la création : ” La terre était
tohu-bohu, et le vent de Dieu était sur les eaux”. Dieu est alors vu comme ” [’Esprit organisateur

1J. D. Barrow, La grande théorie, Coll. Champs, Flammarion, Paris, 1991.

2Platon, Timée, introduction de L. Brisson, Coll. Champs, Flammarion, Paris, 1995.
3Ceci a été clairement établi par Kurt Godel.

4Dictionnaire étymologique Larousse

5Paul-Emile Littré, Dictionnaire de la langue frangaise, 1866
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION HISTORIQUE

par qui le chaos s’ordonne’®, nous retrouvons le démiurge de Platon. Par la suite, le chaos est

toujours associé a une incompréhension des choses, a I'impossibilité de formuler une quelconque
loi organisatrice d’un phénomene apparemment inextricable. Par exemple, ” Devant cet ensemble
présenté par la Voie Lactée, ou les amas d’étoiles, ou les nébuleuses résolubles, la mécanique céleste
reculait, parce qu’elle n’y voyait que le chaos””. L’homme attribue naturellement un caractere
divin a tout ce qu’il ne peut expliquer : Zeus, dieu de la foudre, perd toute sa crédibilité et
cesse d’étre invoqué des lors que le phénomene auquel il est associé est expliqué®. Pourtant, ces
hommes qui se gaussent des croyances antiques retrouvent toute leur superstition lorsqu’ils sont
confrontés & un phénomene qui dépasse leur entendement et suscite quelque peur. Ainsi au X1x°©
siecle, la chaomancie?, sorte de divination faite au moyen d’observation sur ’air, fait son apparition.
Pourtant, en 1865, Victor Hugo'? le voit comme tous les péle-méle, depuis les mélées d’hommes
qu’on nomme batailles jusqu’auz mélées d’éléments qu’on nomme chaos. Tres inspiré, Victor Hugo'!
fait une description du chaos marin ou 'on retrouve les ingrédients essentiels de ce que regroupe
le terme scientifique chaos de nos jours :

Essayer de vous rendre compte de ce chaos. 1l est le récipient universel, réservoir
pour les fécondations, creuset pour les transformations. Il amasse, puis disperse ; il
dévore, puis crée. Il recoit tous les égouts de la terre, et il les thésaurise. Il est solide
dans la banquise, liquide dans le flot, fluide dans Ueffluve Comme matiére il est masse,
et comme force il est abstraction. Il égalise et manie les phénomenes. Il se simplifie
par Uinfini dans la combinaison. C’est a force de mélange et de trouble qu’il arrive a la
transparence. La diversité soluble se fond dans son unité. Il a tant d’éléments qu’il est
lidentité. Une de ses gouttes, c’est tout lui. Parce qu’il est plein de tempétes, il devient
équilibre.

Le chaos, partout présent, dont la complexité est issue d’'un nombre infini de combinaisons
simples, est admirablement pressenti dans la description de Victor Hugo. Il faudra attendre le
XX™€ gidcle pour une formulation plus scientifique.

Pourtant, dés le Xxve™e siecle, les théoriciens de Paris et d’Oxford distinguent le mouvement
(motus) de sa vitesse (latitudo motus on velocitus). Il semble que c’est & Nicole Oresme (1323-
1382), évéque de Lisieux et professeur en Sorbonne que revient l'idée vers 1350 de représenter
les variations dans le temps d’une méme quantité par une série de segments dont la longueur est
proportionnelle & la quantité.!?> Certes Euclide utilisait déja des longueurs pour représenter des
grandeurs mais 'innovation d’Oresme fut de relier entre elles les extrémités : la premiere courbe
exprimant la dynamique d’un systéme était née. L’apport de la physique de Galilée (1564-1642)
consiste en I’étude du mouvement, et surtout du mouvement accéléré. Ainsi, au xvi° siecle, Galilée
introduit la possibilité de prédiction par le calcul et érige des lois mathématiques permettant les
premieres descriptions de phénomenes physiques tels que la chute des corps. Galilée développe
une méthodologie vraiment scientifique; il part des résultats expérimentaux pour comprendre les
mécanismes et écrire des lois. C’est aussi avec Galilée que nait une nouvelle approche de la nature.
Ainsi, dans son ouvrage le Saggiatore publié en 1623, il écrit :

Le grand livre de la nature est écrit en langage mathématique.'

Pour cela, il est aujourd’hui considéré comme le fondateur de la physique moderne. En effet, avant
ses travaux, la physique était surtout qualitative. Dorénavant, I’antique Nature, organisation de
substances, de formes et de qualités s’évanouit au profit d’'une Nature neuve apparaissant comme
un ensemble coordonné de phénomenes quantitatifs. L’une des premieres réussites de cette nouvelle
conception de la science réside dans les travaux de Johannes Kepler (1571-1630) qui rend caduque la

SDaniel-Rops, cité dans le Dictionnaire de la langue francaise, ibid.

"Henri Poincaré, Science et Méthode, Ed. E. Flammarion, Paris, 1908.

8par Benjamin Franklin au xvii® siecle

9du sens de khaos, immensité de I’espace

104n Victor Hugo, Les travailleurs de la mer, GF-Flammarion, p. 361, 1980

ibid., p. 368

12J. Dhombres, Le nombre et la maticre, in Galilée : naissance de la physique, Cahiers de Science et Vie, p. 17,
n2, 1991.

13Galilée, Dialogues, Coll. Histoire de la pensée, Herman, Paris, 1997.



description des phénomenes célestes dans le systeme géocentrique, patiemment recensés par Tycho
Brahé (1546-1601). Pourtant a cette époque, le systéeme de Tycho Brahé était plutot a la mode.
Selon ce systeme, les planetes tournaient bien autour du soleil, mais le soleil lui-méme tournait
autour de la Terre. Nicolas Copernic (1473-1543), qui comme tous les humanistes de la Renaissance,
était convaincu de la supériorité des connaissances des Anciens, redécouvre néanmoins I’hypothese
d’Aristarque de Samos : selon cet astronome grec du 111€ siecle avant J.C., tout s’explique mieux
si 'on admet que la Terre tourne a la fois sur elle-méme et autour du Soleil. Reprenant cette
prescription de Copernic et confrontant sans cesse ses résultats avec les observations de Tycho
Brahé, Kepler comprend qu’il lui faut des données continues et non un ou deux points particuliers
pour décrire les mouvements célestes. Il remet en cause le role divin et mathématise un peu plus
la nature :

Mon but est de montrer que la machine céleste n’est pas de nature divine et vivante
mais une sorte de mécanisme d’horloge..., tout comme la plupart des nombreux mou-
vements sont dus aux simples forces magnétiques et matérielles, juste comme tous les
mouvements d’une horloge sont causés par un simple poids. Et je montre comment ces
causes physiques sont données par des expressions numériques et géométriques.™*

Par ses travaux, Kepler ne se contente pas de résoudre le probleme du mouvement de Mars (trés
mal décrit dans les autres systémes) mais rejette aussi I'astronomie descriptive de Ptolémée et
de Copernic en faveur d’une nouvelle astronomie fondée sur un raisonnement physique. Le coeur
des arguments de Kepler repose sur sa conviction que les mouvements du systeme solaire ont des
causes physiques. C’est Isaac Newton (1642-1727) qui convaincra de la supériorité du modele de
Kepler. De plus, c’est un caractere universel qui est amené par Newton qui unifie la mécanique
terrestre (la chute des corps de Galilée) et la mécanique céleste (les lois de Kepler) autour de la
loi de gravitation et de la relation fondamentale de la dynamique. La notion de force fait alors son
apparition ainsi que le terme dynamique en 1642 (du grec dunamikos, de dumanis, force). Avec ce
concept, 'univers se formalise maintenant selon principe de continuité, réintroduit a partir d’une
connaissance des mathématiques antiques.

Avec la méthode des fluxions de Newton, c’est une étape cruciale qui est réalisée : un lien
étroit est établi entre deux branches distinctes, le calcul différentiel et le calcul intégral. Mais
Newton ne peut revendiquer seul la paternité de 'analyse différentielle et doit la partager avec
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Si Newton applique sa méthode des fluxions & la solution de
problemes physico-mathématiques et astronomiques, Leibniz dégage des 1675 les principes du calcul
différentiel, en expose ’algorithme et identifie le probleme inverse au probleme de 'intégration.
Leibniz établit ainsi les liens étroits entre la dynamique et la statique en faisant naitre la force
vive d’une infinité d’impressions continues de la force morte. Dans cette relation, Leibniz obtient
une parfaite équation entre cause pleine et effet entier. Le monde peut alors étre écrit en langage
mathématique sous la forme d’équations différentielles.

Cette synthese de ’analyse différentielle est la principale découverte de Isaac Newton, celle qu’il
crut indispensable de garder en secret et qu’il ne jugea pas souhaitable d’inclure aux Principia
Mathematica'®. 11 en note pourtant toute I'importance :

Data aequatione quotcunque fluentes quantitae involvente fluxiones invenire et vice

1167”86116 .

ce que nous pouvons traduire en francgais moderne par

Quel que soit le nombre de wvariables impliquées, auxr données correspondent des
équations différentielles, et vice versa.

L’ceuvre de Newton a une influence considérable sur le XVIII® siecle. Que le monde puisse se
résumer en une formule, car c’est ainsi que les meilleurs esprits de ce siecle interprétent les Principia,
va, constituer le leitmotiv de cette période. En effet, la théorie de la gravitation de Newton permet

14J. Kepler, 1605, cité in I. Petterson, Newton’s Clock - Chaos in the Solar System, p. 62, Freeman, 1993.

151, Newton, Principia Mathematica, (1687), nouvelle traduction, C. Bourgois, Paris, 1985.

16¢ité in V. Arnold, Chapitres supplémentaires de la théorie des équations différentielles ordinaires, Ed. MIR,
Moscou, 1980.
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de décrire correctement les mouvements de cing des six planeétes alors connues (Vénus, la Terre,
Mars, Jupiter et Saturne). Newton remarque que les lois de Kepler sont obtenues dans le cadre
d’un probleme a deux corps, c’est a dire que seule I'action gravitationnelle du soleil est prise en
compte pour le calcul des orbites planétaires. Il réalise que lorsqu’un troisieme corps est introduit
dans les calculs, des variations par rapport aux orbites de Kepler sont observées. Seule Mercure
présente des écarts aux tables calculées et il faudra attendre la théorie de la relativité d’Albert
Einstein (1879-1955) pour tenir compte des effets dis a sa vitesse importante. Pourtant, il persiste
une grande anomalie dans la description des corps célestes et elle est, paradoxalement, présentée
par le satellite de la Terre, la Lune. Ce probléeme du mauvais accord entre théorie et observations
du mouvement de la Lune mobilisera un grand nombre de scientifiques et plus particulierement les
trois grand mathématiciens que sont Alexis-Claude Clairaut (1713-1765), Jean Le Rond d’Alembert
(1717-1783) et Leonhard Euler (1707-1783). L’origine de la difficulté, déja suspectée par Johannes
Kepler, réside dans I'influence non négligeable de la force exercée par le Soleil sur la Lune en regard
de celle exercée par la Terre. Apres une concurrence acharnée, Clairaut démontrera que des termes
d’ordre supérieur, auparavant négligés par Newton, doivent étre pris en compte.

Par la suite, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) et Pierre Simon de Laplace (1749-1827) consacrérent
beaucoup de leur temps & ce probleme des trois corps en interaction gravitationnelle. Apres avoir
mis en évidence une dérive de 'orbite de la Lune sur une période de plusieurs dizaines de mil-
lier d’années, Laplace est conforté dans 'idée que les lois mathématiques sont capables de décrire
I’évolution de I'Univers et, mieux, de la prédire. Ainsi, dans son essai philosophique sur les proba-
bilités'7, il écrit :

Nous devons donc envisager l’état présent de I’Univers comme l'effet de son état
antérieur, et comme cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui pour un instant
donné connaitrait toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective
des étres qui la composent, si d’ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ses données
a l'analyse, embrasserait dans la méme formule les mouvements des plus grands corps de
UUnivers et ceux des plus légers atomes : rien ne serait incertain pour elle, et [’avenir,
comme le passé, serait présent a ses yeux.

C’est en fait deux aspects alors pensés comme indissociables qui sont ici affirmés par Laplace.
Tout d’abord 'idée du déterminisme!® qui garantit un ordre des faits suivant lequel les conditions
d’existence d’un phénomene sont déterminées de telle facon que, ces conditions étant posées, le
phénomene ne peut pas ne pas se produire. Cette conception de I’Univers émane de la tradition
classique. En effet, comme 1’écrivait Cicéron :

Rien ne se produit qui ne devait point se produire et, de plus, rien ne se passera qui
ne trouvera pas dans la nature la cause efficiente de sa réalisation [...] S’il existait
un homme dont l’ame pouvait discerner les liens qui joignent chaque cause d toute
autre cause, alors certainement il ne commettrait jamais d’erreur dans ses prédictions.
Car celui qui connait les causes des évenements futurs nécessairement sait ce que sera

chaque événement & venir'®.

ce qui sera repris aussi bien par Leibniz :

Que jamais rien n’arrive sans qu’il y ait une cause ou du moins une raison déterminante,
c’est a dire quelque chose qui puisse servir a rendre raison a priori, pourquoi cela est
existant plutét que de toute autre facon.2°

ou par Barnch Spinoza (1632-1677) :

A toute chose doit étre assignée une cause, c¢’est a dire une raison, pourquoi elle existe
plutdt que non.t

17Pierre Simon de Laplace, Essai philosophique sur les probabilités, 1825, réédition par Christian Bourgois, Paris,
1996

18 déterminisme, 1836, de determinismus, fin XvIII®, in le Petit Robert.

19¢ité in J. Barrow, La grande théorie, Coll. Champs, Flammarion, Paris, 1991.

20Gottfried Leibniz, Théodicée, 1, §44, cité in la préface de Jean Largeault du recueil d’articles de René Thom,
Apologie du Logos, coll. Histoire et Philosophie des Sciences, Hachette, Paris, 1990.

21Spinoza, Ethique, 1, 11, ibid.
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Ils sont convaincus que 1’Univers est un tout et qu’il a une formule unique qu’une intelligence
parfaite saisirait ; cette intelligence embraserait I’'Univers dans toute ses parties. Laplace pense ainsi
s’opposer au déterminisme théologique dans lequel le role de I'intelligence omnisciente est tenue par
Dieu. Mais les spéculations de Laplace reposent sur I’existence d’une intelligence parfaite, comme
le faisait Platon avec le démiurge, ce qui differe peu d’une position théologique.

Le second aspect, alors considéré comme étant obligatoirement associé au déterminisme, réside
dans la prédictibilité de la succession des évenements a partir de conditions initiales et des lois
d’évolution. En effet, Laplace précise que grace a 1’analyse différentielle, cette intelligence n’aurait
besoin que de connaitre la vérité absolue de I’Univers a un instant donné; de la, elle serait capable
de déduire I’évolution de I’Univers a tous les instants, passés ou futurs. De plus, Laplace réfute
Pexistence de phénomenes aléatoires :

Le hasard n’a donc aucune réalité en lui-méme : ce n’est qu’un terme propre a
désigner notre ignorance [sur la maniére dont les différentes parties d’un phénoméne
se coordonnent entre elles et avec le reste de la nature.] La notion de probabilité tient
a cette ignorance... 22

D’un point de vue technique, Laplace contribue au développement du calcul intégral et a ’em-
ploi de nouveaux outils (équations différentielles, équations aux dérivées partielles, calcul des va-
riations, ...) poursuivant P'édifice de la mécanique céleste newtonienne et la mathématisation de
la mécanique complétant d’importantes contributions apportées par Leonhard Euler, Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) et Gaspard Monge (1746-1818) qui contribuent a la définition des reégles de
résolution des équations différentielles. Laplace a aussi montré que la loi de Newton suffit a expli-
quer les irrégularités observées a I’époque dans les mouvements de la Lune. Apres lui, tout le passé
et I'avenir du systeme solaire devenaient calculables et ne dépendaient plus que de la précision
avec laquelle on pouvait déterminer ses conditions initiales. La premiere breche dans la concep-
tion de I'Univers de Laplace provient du fait qu’il oublie qu’écrire les équations est une chose,
les résoudre une autre. Pourtant, Leibniz et Euler avaient déja compris qu’il n’était pas toujours
possible d’intégrer des équations différentielles

A cette époque, le probleme des trois corps, la description des mouvements de trois points
matériels s’attirant selon la loi de Newton, pose déja de sérieuses difficultés. Il est déja ramené
a la résolution de douze équations différentielles; ce sont les classiques équations de Lagrange
de la mécanique céleste. Ce systeme est alors la base de toutes les études sur ce probleme et, en
particulier, des travaux d’Urbain Jean Joseph Le Verrier (1811-1877). Dans un premier temps, ceux-
ci confortent les idées de Laplace. En effet, parallelement aux calculs de John Couch Adams (1819-
1892), Le Verrier prédit 'existence, la position et la masse de la planéte Neptune uniquement par
des calculs a l’aide de la loi de Newton confrontés a des irrégularités observées dans le mouvement
d’Uranus. Apres 'observation de cette nouvelle planéte dont la position réelle est trouvée & moins
de deux degré d’arc de ses prédictions, Le Verrier poursuit ’étude des systemes linéaires entreprise
par Laplace, mais surtout, il se pose la question de I'influence des termes non-linéaires qu’avait, en
premiere approximation, négligés Laplace. Toutefois, ses méthodes de calcul ne lui permettent pas
d’établir des résultats systématiques sur 'importance de ces termes non-linéaires car la convergence
de ses approximations dépend des conditions initiales.

Une idée novatrice sera apportée par l'astronome George William Hill (1838-1914). Alors que
Lagrange et beaucoup d’autres partent de trajectoires elliptiques issues de l'interaction gravita-
tionnelle de deux corps (la Terre et la Lune) qui sont ensuite perturbées étape par étape afin de
déduire 'effet perturbateur du troisieme corps (le Soleil), Hill part d’une solution particuliére :
une solution périodique simple du probleme a trois corps. Cette orbite périodique, solution qui
inclut déja l'influence perturbatrice du Soleil, est voisine de 'orbite réellement décrite par la Lune.
Il superpose ensuite des petites perturbations et des dérives permettant un meilleur accord avec
les observations du mouvement de la Lune. Par cette voie, Hill réduit considérablement le travail
requis par le calcul des orbites lunaires grace a des séries qui convergent plus rapidement.

Mais c¢’est Henri Poincaré (1854-1912) qui apportera des avancées décisives sur ce probleme. De
par son approche originale, Henri Poincaré introduit un grand nombre de techniques nouvelles dans

22¢ité in Amy Dahan Dalmedico, le déterminisme de Pierre Simon de Laplace et le déterminisme aujourd’hui,
Chaos et déterminisme, Points Seuil, Paris 1992.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION HISTORIQUE

I’étude des équations différentielles. Ces techniques constituent maintenant une base importante de
I’analyse des solutions de ces équations a ’aide de 'outil informatique. Rappelons d’abord que les
équations différentielles représentent la réalité comme un continuum évoluant de manieére continue
d’un instant a l'autre. Par essence, ces expressions définissent la relation qui doit apparaitre entre
les valeurs des variables telles que la position et la vitesse sur un intervalle de temps infiniment
petit. Comme le décrit Poincaré :

Au lieu de considérer dans sa globalité le développement progressif d’'un phénoméne,
on cherche simplement a relier un instant a l'instant immédiatement précédent; on
suppose que I’état réel du monde dépend seulement du passé le plus récent, sans étre
directement influencé, pour ainsi dire, par la mémoire du passé lointain. Remerciant ce
postulat, plutét que d’étudier directement un phénomeéne dans son évolution globale,
on peut se limiter a I’écriture de ses équations différentielles.

Le probleme se résume alors a intégrer ces segments infinitésimaux afin de déduire les relations
décrivant I’évolution d’un phénomene a partir d’un état initial jusqu’a son état final. Malheureu-
sement, ces équations sont tres souvent difficiles voire impossibles & intégrer. Puisqu’il est difficile
d’obtenir une solution particuliere, Henri Poincaré souhaite investir I’ensemble des solutions a la
fois. Pour cela, sa stratégie est d’utiliser 'espace des phases introduit par William Rowan Hamilton
(1805-1865). Il reprend donc I’étude des termes non-linéaires apparaissant dans la description des
mouvements célestes étudiés par Le Verrier. Il se retrouve, lui aussi, confronté & un phénomene
aux solutions inextricables dotées d’une importante sensibilité aux conditions initiales :

Une cause trés petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous me
pouvons pas me pas voir, et alors nous disons que cet effet est di. au hasard. Si nous
connaissions exactement les lois de la nature et la situation de I’Univers a un instant
initial, nous pourrions prédire exactement la situation de ce méme Univers a un instant
ultérieur. Mais, lors méme que les lois naturelles n’auraient plus de secret pour nous,
nous ne pourrions connaitre la situation initiale qu’approximativement. Si cela nous
permet de prévoir la situation ultérieure avec la méme approximation, c’est tout ce qu’il
nous faut, nous disons que le phénomeéne a €té prévu, qu’il est régi par des lois ; mais il
n’en est pas toujours ainsi, il peut arriver que de petites différences dans les conditions
initales en engendrent de trés grandes dans les phénomeénes finauz; une petite erreur
sur les premiéres produiratent une erreur énorme sur les derniers. La prédiction devient
impossible et nous avons le phénoméne fortuit.

Par 1a méme, Henri Poincaré établit que, bien que les équations représentent le systeme des trois
corps en interactions gravitationelles et qu’elles fournisent une relation entre temps et position, il
n’existe pas de relation explicite afin d’établir une prédiction précise de la position dans le futur.
Le dogme de la prédictibilité est d’ores et déja mis en bréche. Nous y reviendrons plus tard. La
renommée d’Henri Poincaré repose effectivement sur sa contribution au probleme des trois corps.
C’est dans le cadre d’'un concours international qu’il précise ses recherches sur le probleme des
équations de la dynamique d’un systéme a trois corps. En 1885, Gosta Mittag-Leffler (1846-1927),
de I’Université de Stockholm, décide d’organiser un concours afin de remettre un prix récompensant
une découverte importante dans le domaine de I’analyse mathématique, et ce le 21 Janvier 1889,
jour du 60°™€ anniversaire de la naissance du roi de Suéde, Oscar 11. L'un des sujets posés par
Karl Weierstrass (1815-1897) porte sur la stabilité du systeéme solaire. Henri Poincaré aborde ce
probléme dans le cadre restreint du probléme des trois corps et soumet un épais manuscrit (plus
de 200 pages) intitulé Sur le probléme du mouvement des trois corps. Par ce travail, il apporte
doute et incertitude sur un déterminisme toujours prédictible, concept cher a Weiestrass qui, dans
une lettre a Mittag-Lefller, jugera favorablement le travail de Poincaré :

Vous pouvez dire a votre souverain que ce travail ne peut vraiment pas étre considéré
comme établissant la solution compléte a la question posée, mais qu’il est néanmoins
d’une telle importance que sa publication inaugurera une nouvelle voie de I’histoire
de la mécanique céleste. L’issue que sa Majesté avait en vue lors de I'ouverture de la
compétition peut par conséquent étre considérée comme étant atteinte.
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Cette nouvelle voie de 'histoire de la mécanique céleste sera en fait a la base du paradigme
de la théorie des systemes dynamiques non-linéaires. Avec I'introduction d’un nouveau paradigme,
le domaine du connaissable s’est élargi en admettant les lois du changement comme entités per-
manentes. La notion de permanence apparait alors intrinsequement liée a la période d’observation
des phénomenes. Les systemes chaotiques nécessitent des temps d’observation relativement longs
afin de mettre en évidence la nature stable, permanente, de leur évolution. L’identification de ces
lois d’évolutions est intimement liée a la notion d’observation continue introduite par Tycho Brahé
et a la disposition de longues séries de mesures puisque qu’a petites échelles temporelles, presque
tout est linéaire.

Cette propriété de linéarité a assuré le succes de la perspective occidentale appréhendant la
Nature comme un phénomene linéaire ou ce qui survient a un endroit et & un moment donné
est déterminé exclusivement par ce qui s’est produit a proximité. La conception holistique, elle,
considere la Nature comme intrinsequement non-linéaire, de sorte que les inférences venues d’ailleurs
prédominent et interagissent entre elles pour constituer un ensemble complexe. Cette approche oc-
cidentale n’était pas inconsidérée. Simplement, elle était prématurée.
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Chapitre 2

Caractérisation topologique

2.1 Introduction

A la fin du X1x° siecle, Henri Poincaré remarque que la compréhension profonde d’un systeme
dynamique non linéaire est liée & I'identification de ses orbites périodiques instables [115]. Apres
ces résultats novateurs, les travaux d’Henri Poincaré restent sans conséquences durant une bonne
cinquantaine d’années pour au moins trois raisons : la premiere guerre mondiale décime 1’école
francaise empéchant a ’héritage 1égué par Henri Poincaré d’étre regu, 'avenement de la mécanique
quantique mobilise une grande partie de la communauté scientifique jusqu’a la seconde guerre
mondiale et le développement des ordinateurs afin de rendre pragmatique les concepts introduits
par Henri Poincaré ne sera effectif qu’apres la seconde guerre mondiale. Aussi est-ce au début des
années 60 avec le développement du calcul numérique que Edward N. Lorenz propose son modele
simplifié de la convection [102] et redécouvre 'approche de Henri Poincaré. Les ordinateurs sont
maintenant suffisamment puissants pour lui permettre d’intégrer son systeme et d’en visualiser les
trajectoires dans I’espace des phases alors assimilé a I’espace des états. Depuis, des comportements
chaotiques ont été décelés dans de nombreux systeémes dynamiques et ’extraction des orbites
périodiques instables est devenue une réalité. Aussi la caractérisation des attracteurs chaotiques
est devenue un enjeu important de la dynamique des systemes.

Il existe actuellement deux approches principales pour comprendre ou/et caractériser le com-
portement chaotique d’un systeme dynamique : 'approche métrique et ’approche topologique.
L’approche métrique est basée sur I’étude des distances entre les points de I'attracteur chaotique.
11 est alors usuel de calculer les exposants de Lyapunov [43], les dimensions fractales [63], etc. En
regle générale, ces calculs requierent de grands ensembles de données, sont gourmands en temps
de calcul et sont peu fiables lorsqu’ils sont confrontés & la présence de bruit. L’approche topo-
logique est plus récente. Elle est basée sur I'observation de deux mécanismes responsables de la
création d'un attracteur chaotique : I’étirement et le repliement. Le phénomene d’étirement, qui
implique la divergence de trajectoires initialement proches dans ’espace des phases, est responsable
de la sensibilité aux conditions initiales. Le repliement, qui préserve la trajectoire d’une éjection
hors d’un domaine borné de I'espace des états, est responsable du phénomene de récurrence ca-
ractéristique du comportement chaotique. Ces deux mécanismes structurent 'attracteur chaotique
de maniere unique autour du squelette d’orbites périodiques [36]. Cela signifie que si nous pou-
vons déterminer l'architecture de la structure des orbites périodiques, nous pouvons identifier les
mécanismes d’étirement et de repliement.

La caractérisation topologique d’un attracteur chaotique est basée sur des invariants topo-
logiques, principalement les nombres de liaisons [106], qui sont robustes sous des variations des
parametres de controle du systeme dynamique étudié. Dans les cas les plus favorables, la ca-
ractérisation topologique peut étre associée a une dynamique symbolique reposant sur une par-
tition génératrice de l'attracteur. Une telle approche est robuste face aux perturbations dues au
bruit puisqu’elle implique essentiellement les orbites de faible période dynamique et parce qu’elle
utilise des entiers qui sont peu sensibles aux erreurs de mesures [108]. Malheureusement, une telle

15
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caractérisation est a I’heure actuelle uniquement disponible pour des systemes dont ’espace des
phases est tridimensionnel.

De maniere a introduire cette caractérisation topologique, nous ferons appel & des systémes
numériques simples. La théorie des systemes dynamiques non linéaires fait ainsi habituellement
appel a deux systemes : le systeme de Lorenz et le systeme de Rossler. L’attracteur généré par le
systeme de Lorenz possede la particularité de présenter une symétrie axiale, ce qui en complique
singulierement la caractérisation. Des 1976, O. E. Rassler [122] pressent que les propriétés de
symétrie constitue un probléeme. Aussi, soucieux de simplifier I’étude des systemes chaotiques,
il crée un ruban dépourvu de symétrie et générant un comportement chaotique analogue a celui
observé pour le systéme de Lorenz, mais sans symétrie. Apres avoir présenté brievement le principe
de la caractérisation topologique a ’aide du ruban simplement replié de Rossler, nous introduirons
I’approche spécifique que requiert la caractérisation des systemes nantis de propriétés de symétrie.
Nous présenterons ensuite les difficultés rencontrées pour la caractérisation des systemes décrits
dans des espaces dont la dimension est supérieure a trois. Le cas des systemes peu dissipatifs sera
aussi abordé.

2.2 Principe

Ces dernieres années, de nombreux travaux portent sur 'utilisation d’une description topolo-
gique des attracteurs chaotiques pour en obtenir une caractérisation tres fine. Plus précisément, il
est maintenant bien connu qu’un attracteur chaotique se développe autour d’un squelette d’orbites
périodiques. La définition d’une partition génératrice et d’'une dynamique symbolique ainsi que
I'utilisation de la théorie des noeuds ont permis de comprendre la structure interne de ces étranges
attracteurs. En effet, les orbites périodiques peuvent étre vues comme des noeuds. Cette approche
date essentiellement des premiers articles de J. Birman et R. Williams [15, 16] ou lattracteur généré
par le systeme de Lorenz est analysé sous la forme d’une surface branchée, véritable support de
nceuds. Cette surface branchée est appelée patron [87] ou gabarit [81, 82] selon les auteurs.

a)
[ ] bandeO [ ] bande1: faceinferieure
[ bande 1: face superieure
F1G. 2.1 — Ruban simplement plié proposé par Fi1c. 2.2 — Décomposition en deuzx bandes de
O. E. Réssler : (a,b,c)=(0.598,2,4) topologie différente de lattracteur généré par

le systéme de Rdssler. (a,b,c)=(0.398,2,4).

Nous introduirons le principe de la caractérisation topologique sur le systeme de Rossler qui
constitue le systeme d’équations différentielles dont le comportement dynamique est le plus simple
des comportements chaotiques. Il est de ce fait un bon candidat pour tester toute technique d’ana-
lyse avant de passer a des applications sur des systemes plus exotiques. Le systeme de Rossler est
constitué du systéme de trois équations différentielles suivant :

T=—-y—=z
y=x+ay (2.1)

2=b+z(z—c)
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ou a, b et ¢ sont des parametres de controle. Pour des conditions initiales appartenant au bassin
d’attraction, le comportement dynamique s’installe sur un ensemble invariant appelé attracteur
chaotique dont une représentation est donnée F1G. 2.1 pour des valeurs (a, b, ¢) = (0.398, 2, 4) des
parametres de controle.

L’attracteur généré par le systeme proposé par O. E. Rossler correspond a la configuration
topologique la plus simple que peut adopter un attracteur chaotique. Il peut étre vu comme un
ruban simplement étiré et replié. Deux bandes de topologie différente peuvent étre mises en évidence
(F1G. 2.2) : une bande, située au centre de l’attracteur, est une bande trés simple sans aucune torsion
(F1G. 2.2.a) et une seconde bande, & la périphérie de I'attracteur, est pourvue d’un demi-tour et
peut étre assimilée & un ruban de Meebius (F1G. 2.2.b).

Nous avons ainsi distingué deux zones bien b) 9 —
distinctes sur lattracteur. Suivant R. Birman
et J. Williams [15, 16], il a été montré [106,
108, 138, 104] qu’un patron qui encode les pro-
priétés topologiques de l'attracteur peut étre
construit pour des systemes tridimensionnels.
Un tel patron est une représentation excpli-
cite d’un attracteur, schématisant la struc-
ture des différentes bandes. A partir de l'at-
tracteur généré par le systeme de Rossler, un
patron constitué de deux bandes peut étre
établi (FIG. 2.3.a). Le ruban est divisé en deux
bandes, une sans torsion locale et ’autre pour- ~— equivalence —
vue d'un demi-tour (Fic. 2.3.b). En raison
d’une convention d’insertion standard [104],
les bandes doivent étre réinjectées sur le ruban
de l’arriere vers 'avant et de la gauche vers la
droite. Par conséquent, une permutation entre

les deux bandes est requise, impliquant le pa-
tron de la F1G. 2.3.b.

Fic. 2.3 — Patron de Uattracteur généré
par le systeme de Rossler. Une permutation
entre les deuxr bandes est requise pour sa-
tisfaire a la convention d’insertion standard.
(a,b,¢)=(0.598,2,4).

Cette convention d’insertion permet une description sans ambiguité du patron par une matrice
de liaisons [104] comme suit. Les éléments diagonaux M;; sont égaux & la torsion locale de chaque
bande, soit le nombre de demi-tours subi par la i®m€ bande. Les éléments non diagonaux M;; sont
par ailleurs définis comme étant égaux aux nombres d’intersection entre la ™€ et la j*™© bande.
Il est alors aisé de vérifier que le patron de 'attracteur généré par le systeme de Rossler est défini
par la matrice de liaisons

M;; = < _01 j > (2.2)

Nous pouvons remarquer que les torsions locales et les intersections sont orientées. En effet, une
convention d’orientation des intersections est aussi requise. Pour un voyageur suivant 1'une des
trajectoires, une intersection positive est associée a une rotation dans le sens des aiguilles d'une
montre tandis qu’une intersection négative est associée a une rotation dans le sens trigonométrique
(F1G. 2.4).

Chaque bande peut étre dénommée par un symbole. Choisissons le symbole 0 pour désigner
la bande sans torsion locale et le symbole 1 pour la bande pourvue d’un demi-tour. De cette
maniere, toute trajectoire peut étre codée par une chaine de symboles. En particulier, les orbites
périodiques peuvent étre codées de maniere unique. Nous avons introduit ce que nous appelons
une dynamique symbolique. Une telle dynamique symbolique nécessite la définition précise de la
partition génératrice de 'attracteur qui est donnée par une application de premier retour a une
section de Poincaré.
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\ /

(a) Intersection positive (b) Intersection négative

F1G. 2.4 — Conventions d’intersections

2.2.1 Application de premier retour

Une section de Poincaré P est définie comme une surface transverse au flot. Dans le cas présent,
elle peut étre définie par la relation suivante :

2 — (b2 — dac
sz{(y,z)EIRQbC:x_: (2 ) ,&>0 (2.3)
ou z_ est la coordonnée du point fixe central.
L’application de premier retour g de l’en- 8
semble P, a lui-méme est alors construite a Ye
partir de la variable y (Fia. 2.5). Elle est 0 1
constituée de deux branches monotones : une 45y ]
croissante associée a la bande sans torsion lo-
cale et une décroissante correspondant a la
bande pourvue d’un demi-tour. Le point cri- 7 -35¢ :
tique y. tel que
0
29~ (2.4) 25 ¢ ]
dy
définit la partition génératrice de I’attracteur.
Ainsi, a chaque intersection y; avec le plan de 15 ‘ ‘ ‘
-15 -25 -35 -45 -55

Poincaré correspond un code C(y;) tel que

Yn
0 . o Fic. 2.5 — Application de premier retour du
C(ys) :{ 1 > yz <yc (2.5) systeme de Rdssler commandé par les pa-
St ¥ s Ye rametres (a,b,c)=(0.398,2,4) : 10000 intersec-

tions sont utilisées.

Les orbites périodiques sont ensuite extraites selon une méthode de retour au voisinage dans
une section de Poincaré par un schéma de Newton-Raphson dévelopé par P. Dutertre [42]. Les
points périodiques de cette section de Poincaré sont alors codés. Une orbite de periode ¢ possede
q points périodiques et est représentée par une chaine S de ¢ codes :

S =C(y1)C(y2)---Clyq)

ou les y; représentent les coordonnées en y des points périodiques.

2.2.2 Ordre unimodal

Chaque point de période g est représenté par une séquence symbolique de ¢ symboles. Le jeme
point périodique d’une orbite de période g est associé a une chaine

Si = C(yi)C(Yit1)---C(yg)C(y1)---C(yi-1)

L’ensemble des points périodiques est alors ordonné selon I’ordre unimodal [33, 64].
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Définition 1 L’ ordre unimodal <1 sur l’ensemble des symboles Yo = {0,1} est défini comme
suit.
Soient deux séquences symboliques

Sl = 0102...0k0 k41

et

Sy = p1p2...PrPE+1

ot les o; et les p; désignent les symboles. Supposons que o; = p; pour tout i < k et que o) # p.
Soit
S* = 0102...0k-1 = P1P2---Pr—1

la partie commune entre Sy et Sa. Nous posons qu’une chaine o105...05x_1 est paire (impaire) si la

k—1 . . . ” . . s p
somme Zi:l o; est paire (impaire) et que S* est paire quand aucune partie commune n’est trouvée
entre S1 et So. Alors, nous avons :

S1 <185 st S*  est paire et ok < Pk
S1 <18 st S*  estimpaire et pr < ok
So <151 si S*  estimpaire et o < pg
So <151 st S* estpaire et Pr < Ok

Quand S <1 Sa, nous disons que la séquence Sy implique la séquence S.

Une orbite de période ¢ sera désignée par la séquence symbolique (S;) entre parenthéses qui
implique les (¢ — 1) autres séquences symboliques notées sans parentheéses. Cette séquence est
ici appelée la séquence orbitale. Comme nous avions classé les points périodiques, les séquences
orbitales peuvent étre également classées entre elles suivant I'ordre unimodal. Ainsi, lorsqu’une
séquence orbitale (S3) implique une séquence orbitale (S1), nous disons que (S2) force (S1) et nous
notons ceci par (S1) <2 (S2) olt <2 est 'ordre de forgage.

séquence séquence séquence
(1) (1011111011) (101111111)
(10) (1011111010) (101111110)
(1011) (10111110) (10111111010)
(10111010) (10111111) (10111111011)
(1011101010) (1011111110) (1011111)
(1011101011) (1011111111) (1011110)
(101110) (10111111111) (10111101011)
(101111) (10111111110) (10111101010)

TAB. 2.1 — Population d’orbites périodiques instables de attracteur généré par le systéeme de Ross-
ler commandé par les paramétres (a,b,c)=(0.398,2,4) : la dynamique symbolique est élaguée. Les
orbites périodiques sont classées par ordre d’apparition sous augmentation du paramétre de controle
a.

De cette maniere, toutes les orbites périodiques sont ordonnées. La séquence orbitale qui force
toutes les séquences orbitales associées aux orbites périodiques extraites d’un attracteur chaotique
est appelée la séquence principale. Au sein de D'attracteur généré par le systeme de Rossler, la
séquence principale (parmi les orbites de période inférieure & 12) est codée (10111101010) [89].
Toutes les orbites forcées par la séquence principale ont pu étre extraites de 'attracteur. La po-
pulation d’orbites périodiques est reportée TAB. 2.1. Remarquons qu’aucune orbite de périodes 3
et 5 n’existe sur cet attracteur. La population d’orbites périodiques ne contient donc pas toutes
les orbites prédites par la dynamique symbolique a deux symboles : une telle population est dite
élaguée [37] et les attracteurs chaotiques ne sont alors pas hyperboliques. Les orbites périodiques
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peuvent étre crées ou détruites lorsqu'un parametre de controle est varié. Néanmoins, les orbites
périodiques sont organisées comme elles le sont dans la limite hyperbolique puisque leurs inva-
riants topologiques sont préservés sous variation des parametres de controle. De ce fait, méme si
Pattracteur considéré n’est pas hyperbolique, le patron conserve toute sa signification physique de
générateur de noeuds, une surface sur laquelle toutes les orbites périodiques instables peuvent étre
projetées par déformation continue sans modifier leurs propriétés topologiques. Il en résulte qu’un
patron ne sera pas nécessairement équivalent a I’attracteur étudié puisqu’il génere ’ensemble des
orbites périodiques prédites par la dynamique symbolique sur I’ensemble ¥5. Comme nous ’avons
observé, ceci survient pour I'attracteur généré par le systéme de Rossler. En effet, certaines sous-
séquences (telles que 00) ne sont pas présentes dans le tableau 2.1. Cette sous-séquence n’apparait
en fait qu’avec Porbite de période 3 codée par la séquence symbolique (100) [42].

Les orbites dont la période est inférieure a 9 sont représentées FiG. 2.6 afin de visualiser en
quel sens elles constituent le squelette de l’attracteur. La représentation offerte par ces orbites
périodiques differe peu de celle donnée par une trajectoire chaotique Fia. 2.1.

F1e." 257~ £
bi-asymptgtféju 5 4-un point, _fixe nceud:
cal. Sa séquence orbitale
Numériquement, cette orbite de période 7 est
trés peu distincte de 'orbite homocline princi-

pale décrite par la séquence symbolique infinie
(10%°).

Fi1Gc. 2.6 — Population d’orbites de période
inférieure 4 9 comme squelette de Iattracteur.

Lorsque le parametre de contréle a est augmenté, la population d’orbites périodiques croit im-
pliquant un développement de ’attracteur. Nous avons observé que la dynamique du systeme de
Rossler, pour b = 2 et ¢ = 4, se développe selon I'ordre unimodal pour des valeurs de a com-
prises entre ag = 0.12496 (bifurcation de Hopf) et a, = 0.43295 (situation homocline secondaire).
Apres une bifurcation de Hopf survenant pour a = ag, une cascade de doublements de période se
développe juqu’a un point d’accumulation (as = 0.386). Ensuite, conformément aux prédictions
de la dynamique symbolique, une bifurcation noeud-col apparailt et une nouvelle cascade de dou-
blements de période se développe & partir du nouveau cycle limite [42]. Il en va ainsi jusqu’a a = ap
ou survient une bifurcation non prévue par l'ordre unimodal : nous nous retrouvons en présence
d’une orbite homocline secondaire de période 9. Une telle orbite se caractérise par le fait qu’elle
quitte le point fixe central par sa variété instable et y revient par sa variété stable. Les implica-
tions de D’existence d’une telle orbite ont été traitées par L. Sil’'nikov [128]. Une revue détaillée de
cette approche est donnée par les travaux de P. Gaspard et G. Nicolis [49, 50], P. Glendenning
et C. Sparrow ou bien A. Arnéodo et al [11]. Une orbite homocline secondaire de période 7 est
représentée FI1G. 2.7. Précisons que sur cette ligne de l'espace des parametres définie par b = 2 et
¢ =4, il n’est pas possible d’observer 'orbite homocline principale de période infinie codée par la
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séquence orbitale (10°°).

(a) Patron non-standard (b) Patron standard

F1a. 2.8 — Patron de lattracteur a quatre bandes généré par le systéme de Ro§sler.

En raison de cette configuration bien particuliere, la dynamique n’évolue alors plus selon I'ordre
unimodal. Une troisieme branche monotone apparait sur I’application de premier retour impliquant
I’apparition d’une nouvelle bande dont la topologie est différente des deux premieres. Un troisieme
symbole, 2, est alors nécessaire a la codification des orbites périodiques [87, 89]. L’introduction
d’une troisieme branche et, par conséquent, d'un deuxieme point critique complique singulierement
I’évolution de la population d’orbites périodiques. En effet, des créations et des destructions d’or-
bites périodiques se produisent simultanément : nous ne sommes plus en présence de dynamiques
monotones, c’est Iantimonotonicité [40, 48]. Au fur et & mesure que le parametre de contrdle
augmente, de nouvelles branches apparaissent sur I’application de premier retour et de nouvelles
bandes de topologies différentes sont identifiées sur I’attracteur. Nous avons obtenu une relation
générale pour la matrice de liaisons associée a un patron a n bandes caractérisant le systeme de
Rossler [87, 89] :

o -1 -1 ... -1 -1 -1
-1 -1 =2 ... -2 -2 -2
-1 -2 =2
Mg=1| : © i ; : : (2.6)
1 -2 ... ... —(n-2) —(n—-1) —(n—1)
-1 -2 ... ... =(n—=1) —(n-1) -n
-1 -2 ... ... =(n=-1 —-n —n

A titre d’exemple, le patron a quatre bandes est représenté FiG. 2.8.

2.2.3 Plan symbolique

Lorsque I'analyse est effectuée a partir de séries temporelles expérimentales, la population d’or-
bites périodiques ne peut étre déterminée que dans les limites imposées par la quantité de données a
disposition. En effet, dans de telles situations, la population d’orbites périodiques est rarement bien
connue en raison de la quantité limitée de données et de 'influence des perturbations extérieures.
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Comme l'ont montré N. Tufillaro et al [139], 'information disponible concernant la population
d’orbites périodiques dépend crucialement de la longueur de la série temporelle. Par conséquent, la
détermination de la séquence principale est plutot imprécise lorsque la série temporelle est courte.

Front delagage H. Fang [44, 45] a développé une procédure,
également utilisée par N. Tufillaro et al
[139], permettant la détermination du front
d’élagage et, par la méme, de la séquence
principale. Cette procédure repose sur le fait
qu’une trajectoire chaotique est associée a une
chaine de symboles
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Des coordonnées symboliques définissent alors
un plan symbolique. Elles sont construites sur
le futur et le passé de la maniere suivante :

F1c. 2.9 — Plan symbolique associé a l’attrac-
teur généré par le systéme de Rdssler : la
population d’orbites périodiques est gouvernée
par lordre unimodal comme lindique le front
d’élagage estimé par une droite.
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S = 0_pD...0_30_90_-.100010203...0D.

Si S est une chaine infinie de symboles générée par une trajectoire chaotique, alors D est égal a
linfini dans les relations précédentes. Cependant, puisque nous ne sommes en possession que d’un
ensemble fini de données, N. Tufillaro et al [139] ont utilisé une approximation du plan symbolique
en fixant D a 16. De cette manieére, nous pouvons utiliser une chaine finie de symboles pour générer
un ensemble de points du plan symbolique. Le plan symbolique associé a I'attracteur généré par le
systeme de Rossler (a = 0.398, b = 2, ¢ = 4) est représenté F1G. 2.9. Dans le cas d’une population
d’orbites périodiques gouvernée par 'ordre unimodal, le front d’élagage est correctement estimé
par une droite [44, 45].

La coordonnée symbolique z, du front d’élagage nous permet de déterminer la séquence prin-
cipale. En effet, une fois déterminée les séquences orbitales des orbites périodiques, la séquence
principale est associée a la séquence orbitale dont la coordonnée symbolique est la plus proche de
celle du front d’élagage. Dans notre cas, le front d’élagage est situé en z, = 0.8376 tandis que
Porbite périodique dont la coordonnée la plus proche est égale a 0.8375 a pour séquence orbitale
(10111101010) comme nous 'avions annongé précédemment.

2.2.4 Validation du patron

Des patrons de l'attracteur généré par le systeme de Rossler ont été proposés au cours de ce
chapitre. Ils doivent maintenant étre vérifiés par comparaison entre les nombres de liaisons prédits
par ces patrons et ceux comptés sur des projections réguliéres' de couples d’orbites périodiques.

Les nombres de liaisons sont des invariants topologiques qui permettent de caractériser des
neeuds et des liens®. Le nombre de liaisons est défini comme suit [74].

1Par projection réguliere, nous entendons une projection plane d’un couple d’orbites périodiques ot chaque
intersection ne met en jeu que deux segments d’orbites périodiques.
2Un lien est une collection disjointe de noeuds [74]. Nous pourrions désigner cet objet comme un entrelac.
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Définition 2 Soient deuz neeuds o et 3 définissant un lien L = aU B C S2. Soit l'ensemble o.M 3
des intersections entre o et B sur une projection réguliere, alors le nombre de liaisons est donné
par

(o, 5) =5 > ) 28)

pEanp

ot € est le signe de chaque intersection selon la convention usuelle, c’est a dire

4

e=+1

Le nombre de liaisons lk(«, 5) entre deux noeuds orientés « et 8 est par conséquent la demi
somme algébrique de toutes les intersections de o avec (§ (les auto-intersections sont ignorées). Un
nombre de liaisons donne une idée intuitive de combien de fois § tourne autour de a.. Par exemple, le
lien de Hopf, constitué par deux cercles liés comme le sont les anneaux d’une chaine, présente deux
intersections de méme signe (£ selon 'orientation choisie). Ainsi, selon une orientation positive,

lk(a, B) = %(1 +1)=+1 (2.9)

qui confirme la notion intuitive que chaque nceud tourne une fois autour de lautre (Fic. 2.10).

B
+
>
+
Fic. 2.10 — Le lien de Hopf : Fi1c. 2.11 - Le lien de White-
lk(a,B) = +1. head : lk(a, 5) = 0.

Nous pouvons cependant remarquer que le nombre de liaisons ne nous donne pas une infor-
mation complete sur le fait que deux nceuds soient liés ou pas. Prenons l’exemple du lien de
Whitehead : les deux noeuds sont liés bien que leur nombre de liaisons soit égal & 0 (F1a. 2.11).
Par contre, nous pouvons concevoir qu’aucun des nceuds ne tourne autour de 'autre. Les nombres
de liaisons sont des invariants topologiques sous des isotopies ambiantes®.

Avec L. Le Sceller et G. Gouesbet, nous avons montré que les nombres de liaisons pouvaient
étre déterminés de maniere algébrique & partir de la matrice de liaisons [84]. La procédure est
expliquée dans I'article qui est inclus dans le recueil de morceaux choisis, compagon de ce mémoire.
Ces prédictions peuvent étre comparées avec les nombres de liaisons directement calculés sur des
projections régulieres de couples d’orbites périodiques. Par exemple, nous avons représenté F1G. 2.12
le cas du couple des orbites (1) et (1011). Les nombres de liaisons sont bien en accord. Des nombres
de liaisons sont calculés pour plusieurs couples d’orbites périodiques de maniere a réaliser une bonne
vérification du patron. En fait, le nombre d’éléments de la matrice conditionne le nombre minimum
de couples d’orbites périodiques a tester pour leur détermination ; il reste que ces éléments doivent
étre testés avec des orbites dont la période est au moins égale a 4 ou 5.

3Deux liens L et L sont dits équivalents sous une isotopie ambiante si il existe une homotopie H; : S8 — 83,
t € I telle que Hg est I'application identité, H; transforme L en L, et H; est un homoémorphisme Vt € I.
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(a) Projection rézguliére (b) Construction sur le patron

F1a. 2.12 — Projection réguliére et construction sur le patron des orbites (1011) et (1). Dans les
deuz cas, le nombre de liaisons 1k(1011,1) est trouvé égal a -2.

2.3 Systemes équivariants

La procédure de caractérisation topologique d’un attracteur chaotique a été introduite dans la
section précédente. Cette procédure est en principe valable pour tout champ de vecteur tridimen-
sionnel. Pourtant, lorsque I'attracteur présente des propriétés de symétrie, une représentation plus
efficace peut étre donnée que celle offerte par la procédure générale. C’est cette procédure que nous
nous proposons d’introduire maintenant.

2.3.1 Justification physique

Les équations proposées par E. Lorenz [102] décrivent la convection de Rayleigh-Bénard qui
survient lorsqu’un fluide est placé dans une petite cellule dont la face inférieure est chauffée.
Cette convection se développe a partir d’'un état de repos si le nombre de Rayleigh est tel que
les instabilités peuvent apparaitre. Apres avoir appliqué une troncature a quelques modes des
équations du mouvement, E. Lorenz propose un systéeme de trois équations différentielles ordinaires
qui s’écrit :

i =oly— o)
y=Rx—y—uz (2.10)
z=—-bz+2xy

Ce systeme est fonction de trois parametres de contréle : le nombre de Prandtl o, le rapport R
du nombre de Rayleigh R, sur le nombre de Rayleigh critique R. et un parametre b = ﬁ qui
est une fonction du rapport d’aspect (longueur sur largeur) de la cellule rectangulaire contenant
les rouleaux. Une cellule rectangulaire permet d’orienter les rouleaux sans ambiguité. Le rapport
d’aspect est choisi de aniére a minimiser la différence de température nécessaire a ’apparition des
premiers rouleaux et correspond & b = 8/3.

Les trois variables adimensionnelles x, y et z ont les significations physiques suivantes :

x est proportionnelle a l'intensité du mouvement de convection. De maniere a distinguer une
rotation positive d’une rotation négative, nous prenons la convention suivante : lorsque z > 0,
la rotation suit le sens des aiguilles d’une montre et lorsque x < 0, la rotation s’effectue dans
le sens contraire.

y est proportionnelle a la différence de température entre les courants de la partie droite et les
courants de la partie gauche du rouleau : elle est posivitive lorsque la partie gauche est plus
chaude que celle de droite.
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z est proportionnelle & la distorsion du profil de température par rapport au profil linéaire présent
en ’absence de convection

a) b) c) d)

chaudj froid froidj chaud froidj chaud chaudj froid

G D G D G D G D

X>0 Y>0 X>0 Y<0 X<0 Y<0 X<0 Y>0

Fi1G. 2.13 — Quatre configurations de convection peuvent étre distinguées suivant le signe des va-
riables x et y. Néanmoins, seuls deux processus physiques distincts sont identifiés.

Suivant les signes des variables x et y, quatre configurations dynamiques sont obtenues (F1G. 2.13).
Pourtant, il n’y a que deux processus dynamiques distincts. Lorsque = et y sont de méme signe,
le fluide chaud monte et le fluide froid descend, c’est la convection naturelle pilotée par la poussée
d’Archimede. Lorsque x et y sont de signes opposés, c’est le fluide chaud qui descend et le fluide
froid qui monte. La convection est alors pilotée par une instabilité hydrodynamique. Pour chacun
de ces comportements dynamiques, nous avons donc deux configurations possibles qui sont physi-
quement équivalentes, 'une étant convertie en ’autre par un simple changement de convention de
signes. Ceci peut étre aisément compris a partir de la structure du systeme de Lorenz lorsque R
est légerement supérieur a 1. Pour une telle valeur de R, deux points fixes F. sont donnés par

x==+4b(R—-1)
y=+bR—-1) (2.11)

z=R-1

Ce sont des points fixes du type foyer stable, c’est & dire que le comportement asymptotique dans
I’espace des phases s’installe en spiralant sur I'un ou 'autre des points fixes selon les conditions
initiales. Chaque point fixe correspond & une convection naturelle dont le sens de rotation dépend
par conséquent des conditions initiales. Dans les deux cas, le processus physique mis en jeu est
le méme, la convection naturelle. De ce fait, dynamiquement parlant, les deux comportements
asymptotiques sont identiques, ils ne doivent pas étre distingués puisque physiquement équivalents.

Ces remarques sont en accord avec les équations puisque le champ de vecteurs f défini par les
équations de Lorenz est équivariant, c’est a dire qu’il vérifie la relation

@) = flyz) (2.12)
ou le vecteur xreprésente les trois coordonnées (z, y, z) et v est la matrice définissant ’équivariance.
Dans le cas du systeme de Lorenz, la matrice v s’écrit :

-1 0 0
y=1] 0 -1 0 (2.13)
0 0 1

Elle définit une rotation de =7 (le signe de la rotation est inessentiel). L’ordre de la symétrie
est de deux puisque v2 = I ou I désigne la matrice identité. Lorsque R > 24.74, le mouvement
asymptotique s’installe sur un attracteur chaotique qui présente une symétrie axiale (F1G. 2.14).
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F1Gc. 2.14 — Attracteur généré par le systéme de Lorenz.

Nous allons maintenant développer la procédure de caractérisation topolgoqiue spécifique aux
systemes symétriques.

2.3.2 Dans ’espace des phases

La présence de propriétés de symétrie implique des considérations spécifiques pour I'analyse des
propriétés dynamiques du systeme de Lorenz. Puisque le champ de vecteur fassocié aux équations
de Lorenz est invariant sous l'action de la matrice ~, ’espace des phases peut étre pavé par un
domaine fondamental D et une de ses copies YD (remarquons que v>D =D ). Dans le cas du
systeme de Lorenz, le domaine fondamental peut étre vu comme une des deux ailes : choisissons
le domaine fondamental D comme aile droite et la copie 7D de ce domaine comme 1’aile gauche
(F1c. 2.15).

Plus précisément, le domaine fondamental
D est séparé de sa copie par la surface S inva-
riante sous l'action de la matrice 7, soit

S={(z,y,2) e R® | y=—zx} (2.14)

Le domaine fondamental D peut alors étre
défini comme

D= {(z,y,2) € R®|y> -z} (2.15)

tandis que sa copie ’est comme

YD = {(z,y,2) € R* |y < —z}  (2.16)
o . . Fia. 2.15 — Représentation schématique du do-
Il doit étre précis¢ que le choix de D et maine fondamental D comme laile droite et

de ~AD est plutdt arbitraire et que, par de sa copie vD comme Uaile gauche.
conséquent, D et vD peuvent étre intervertis.

Par souci de clarté, nous devons introduire une dynamique symbolique sur ’ensemble de ’espace
des phases avant de développer la procédure de caractérisation topologique spécifique aux systemes
symétriques. Une telle dynamique symbolique a été introduite par R. Birman et J. Williams [15, 16].
La partition génératrice qui lui est associée est représentée F1G. 2.15. Toutes les orbites périodiques
peuvent étre codées de maniere évidente sur 1’ensemble des symboles {L, R}* suivant I’évolution
de la trajectoire. Dans ce cas, un symbole est associé a chaque révolution de la trajectoire autour
des points fixes F; ou F_. La population d’orbites périodiques est reportée Table 2.2.

4L pour gauche (left) et R pour droite (right).
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Deux types d’orbites périodiques peuvent étre distinguées. Les orbites symétriques (F1G. 2.16.a)
qui sont globalement invariantes sous ’action de ~. Leurs séquences orbitales s’écrivent sous la
forme (SS5*) olt S* est la chaine conjuguée de S, c’est & dire que R est changée en L et vice versa. La
période dynamique de telles orbites est par conséquent paire. Le second type d’orbites périodiques
regroupe les orbites asymétriques (FIG. 2.16.b et ¢). Ces orbites apparaissent par paires et sont
transformées 1'une en I'autre sous 'action de la matrice v, I'une étant la configuration symétrique
de Pautre sous l'action de ~y. Par exemple, 'orbite de période 3 codée (LRR) (F1G. 2.16.b) est
transformée en lorbite (RLL) (F1G. 2.16.c) sous l'action de . Leurs séquences orbitales sont
conjuguées.

(a\ Orbite symétrique codée (R ) (b) Qrbite asymétrique  codée (c) Configuration symétrigue

(LRR) codée (RLL)

F1G. 2.16 — Orbites symétriques et paires d’orbites asymétriques.

Cette dynamique symbolique sur les symboles {L, R} a été trés souvent utilisée (par exemple
par C. Sparrow [133]). Une telle dynamique symbolique n’est pas compatible avec une description
prenant en compte les propriétés de symétrie des équations. De plus, selon cette description sur
I’ensemble de ’espace des phases, les processus dynamiques de convection naturelle et d’instabilités
hydrodynamiques ne sont pas distingués. Or nous avons vu qu’ils étaient aisément identifiables. Une
description sur les symboles {L, R} présente le double désavantage de ne pas distinguer ces deux
comportements dynamiques (n’oublions pas qu’a terme, notre objectif est d’analyser les processus
physiques) et de distinguer ce que la physique ne distingue pas, c’est a dire qu’elle considére qu’un
rouleau de convection naturelle dont la rotation est trigonométrique est dynamiquement différent
d’un rouleau dont la convection est en sens contraire. Ceci revient & dire qu'un méme rouleau est
différent vu de l'avant et vu de larriere!

10.0

) )
% ;

5.0

o

-10.0 L L L
-10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0

Fi1c. 2.17 — Double patron a quatre branches
obtenu par séparation de chaque aile en deux

bandes : l'une, codée 0 ou 0, est associée o la .
’ ’ Chaque branche monotone est associée avec

réinjection de la trajectoire dans la méme aile une bande du patron selon les symboles de Uen-
alors que l'autre, codée par 1 ou 1 est associée semble {0,1,1,0}

a une transition d’une aile a 'autre.

Fia. 2.18 — Application de premier retour a
la section P, construite avec la variable x.

La relation de symétrie impliquant quatre symboles deux a deux conjugués peut aussi étre mise
en évidence en construisant I’application de premier retour a la section de Poincaré
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Espace des phases Domaine D
RL 1
RLLR 10
LRR RLL 101
RLLLRR 100
RLLRLRRL 1011
LRRR RLLL 1001
RLLLLRRR 1000
LRRLR RLLRL 10111
RLLRLLRRLR 10110
LRRLL RLLRR 10010
RLLLRLRRRL 10011
LRRRR RLLLL 10001
RLLLLLRRRR 10000
LRRLRL RLLRLR 101110
RLLRLRLRRLRL 101111
RLLLRRLRRRLL 100101
LRRRLR RLLLRL 100111
RLLLRLLRRRLR 100110
LRRRRL RLLLLR 100010
RLLLLRLRRRRL 100011
LRRRRR RLLLLL 100001
RLLLLLLRRRRR 100000

TAB. 2.2 — Population d’orbites périodiques extraite de ’attracteur généré par le systéme de Lorenz
pour R =28 0 =10 et b=38/3. Dans les trois premieres colonnes sont reportées les séquences or-
bitales dans l’ensemble de I’espace des phases : la premiere et la troisieme comportent les séquences
des orbites asymétriques tandis que la deuxiéme regroupe les séquences des orbites symétriques. Les
séquences orbitales dans le domaine fondamental sont reportées dans la derniére colonne.
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P,={(z,y) e R* | z=R—-1} (2.17)

La variable x est alors utilisée pour construire l’application de premier retour (F1a. 2.18). Quatre
branche monotones sont mises en évidence; elles sont reliées deux a deux par une symétrie centrale
par rapport au point fixe trivial Fy associé a ’origine de ’espaces des phases.

Les symboles de ’ensemble {0,1,1,0} agissent comme des symboles de transition. Ainsi, par
exemple, révolutions successives sur l'aile gauche correspondant a la séquence LL, c’est a dire
sans aucune transition, est changée en une séquence 0 et une séquence LR, mettant en jeu une
transition de l'aile gauche vers 'aile droite, est changée en 1. Par conséquent les blocs de deux
lettres construits sur les symboles { L, R} sont transformés en un symbole de I’ensemble {0,1,1,0}.
Nous pouvons alors définir une transformation ¥ transformant les blocs de deux lettres {L, R} en
un symbole de 'ensemble {0,1,1,0} comme :

U(LL) =0

) (LR =1
U= yRD) -1 (2.18)

U(RR) =0

Par exemple, l'orbite (LRR) = LRRLRR... est transformée en 101101... = (101).

Nous pensons vraiment qu'une description topologique doit tenir compte de ces propriétés
de symétrie. Une étape intermédiaire peut étre donnée en introduisant une description utilisant
un double patron & quatre bandes (FIa. 2.17). La dynamique symbolique est alors contruite sur
I'ensemble {0,1,1,0}. Notez que les symboles 0 et 1 sont les conjugés respectifs de 0 et 1. De
ce fait, la convection naturelle est codée par le symbole 0 ou le symbole 0 et les instabilités
hydrodynamiques par le symbole 1 ou le symbole 1. Le symbole et son conjugué désignent le
méme processus dynamique sous deux configurations, symétriques I'une de 'autre. Il apparait que
la distinction de ces deux configurations n’est pas essentielle dans une description du comportement
dynamique. Ainsi, nous allons réduire I’ensemble de quatre symboles, {0, 1, 1,0}, & un ensemble de
deux symboles, {0, 1}, en projetant la dynamique sur un domaine fondamental.

2.3.3 Dans le domaine fondamental

Compte tenu des propriétés d’équivariance du systeme de Lorenz, le comportement dynamique
est le méme sur le domaine fondamental D que sur sa copie 7D . De ce fait, la connaissance
de l'organisation topologique dans le domaine fondamental et la nature de 1’équivariance four-
nissent toute 'information topologique requise sur I’ensemble de I'attracteur. De plus, le patron
associé au domaine fondamental est plus simple que celui donné sur l'attracteur complet. Une
telle caractérisation topologique restreinte nous permet de comparer ’organisation topologique de
différents attracteurs pavés par un nombre différent de copies du domaine fondamental, c’est a
dire des attracteurs pourvus de propriétés de symétrie dont 'ordre differe. La comparaison des
populations d’orbites périodiques est alors possible.

De maniére a réaliser cette caractérisation topologique du domaine fondamental, la dynamique
doit tout d’abord étre projetée sur le domaine fondamental (F1a. 2.19). Une orbite périodique
s’écrit, dans l’espace des phases, comme :

T,

§={Xc(0)} o (2.19)

ol X¢(t) est la coordonnée du vecteur & l'instant ¢ de l'orbite périodique &, et T¢ représente sa
période temporelle. Sa projection sur le domaine fondamental D s’écrit alors

Ep={Ye(t) | Ye(t) =7Xe(t)siy<—x ,  Ye(t) = Xe(t) autrement }tTio (2.20)

Une section de Poincaré Pp du domaine fondamental D est définie par

PD:{(x,z)€B2 |y =y, %j;z <O} (2.21)
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Fia. 2.20 — Application de premier retour a
la section de Poincaré Pp construite avec la
variable invariante z.

Fic. 2.19 — Dynamique du systéme de Lorenz
projetée sur le domaine fondamental D .

ou f est le champ de vecteurs défini par la relation (2.10). L’application de premier retour est
représentée FIG. 2.20. Elle est équivalente a 'application de premier retour au maximum construite
par E. Lorenz [102]. Ceci est dU au fait que cette dernitre est construite avec la variable invariante
z qui réalise une projection naturelle sur le domaine fondamental D .

L’application de premier retour permet de coder les orbites périodiques suivant la partition

0 if z<z
o) _{ 1At 2>z (2.22)

ou C(z) est le code des coordonnées en z des intersections de la trajectoire avec la section de
Poincaré Pp. La population d’orbites périodiques est reportée TAB. 2.2.

YD D
450 ;
350 |
N 250
150 [
5.0 ‘ !
250 -15.0 5.0

X

(a) lkp(101,10) = % (+4) = +2. (b) lkp(101,10) = 1 (+4) = +2.

Fi1a. 2.21 — Comparaison entre le nombre de liaisons fondamental lkp(101,10) compté sur une
projection réguliére et sa prédiction par le patron fondamental.

De maniere a définir les propriétés topologiques des orbites périodiques fondamentales, nous
introduisons un nombre de liaisons fondamental lkp (v, 3) compté dans le domaine fondamental et
défini comme :

ho(a ) =3 3 (o) (229

pearpg
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ou €(p) désigne les intersections entre les orbites a et § projetées dans le domaine fondamental
D . Les nombres de liaisons fondamentaux [kp doivent étre égaux a ceux prédits par le patron
synthétisant la topologie du domaine fondamental. Un tel patron sera appelé patron fondamental
de maniere a le distinguer du patron plus complexe associé a 'attracteur dans ’espace des phases.
A titre d’exemple, le nombre de liaisons fondamental [kp(101,10) est calculé sur une projection
des orbites fondamentales codées par (101) et (10) (F1G. 2.21).

De maniere similaire, nous déterminons les nombres de liaisons fondamentaux de toutes les
paires d’orbites de période inférieure & 5 (Table 2.3). Tous ces nombres de liaisons sont trouvés
correctement prédits par le patron fondamental décrit par la matrice de liaisons

M, = ( 8 fl ) (2.24)

Le patron fondamental est représenté F1G. 2.21 sur lequel une construction de la paire (101,10) est
donnée. Le patron fondamental est en accord avec l'application de premier retour fondamentale
(F1G. 2.20), c’est & dire que la bande 0 sans torsion locale est associée avec la branche mono-
tone croissante et la bande 1 pourvue d'un demi-tour positif correspond a la branche monotone
décroissante. Un patron identique est obtenu pour la copie vD du domaine fondamental.

(1) (10) (101) (100) (1011) (1001)
(10)  +1
(101) 41 +2
(100)  +1 +2  +3
(
(
(

1011) +2 43  +4  +4
1001) +1 42 43  +3 +4
1000) +1 42 43 +3 +4 +4

TAB. 2.3 — Nombres de liaisons fondamentaux entre orbites de période inférieure a 5.

2.4 Applications

2.4.1 Simplification de la dynamique symbolique

Nous allons montrer comment la prise en compte de 1’équivariance du champ de vecteurs peut
simplifier considérablement ’analyse dynamique d’un systeme. Pour cela, nous prendrons I’exemple
du systeme de Burke et Shaw [127]. C’est un systéme de trois équations différentielles ordinaires

z=-S(x+vy)
y=-Sxz — y (2.25)
z2=Sxy +V

dont I’équivariance est identique & celle du systéme de Lorenz [91]. Ici, les parametres de controle S
et V seront respectivement fixés a 10 et 4.272; le comportement dynamique s’installe alors sur un
attracteur chaotique représenté Fi1G. 2.22. L’analyse débute par la construction d’une application
de premier retour a la section de Poincaré

Py ={(z,y) € R’| z =24, x>0, 2 <0} (2.26)

ol zy = 1/S est la coordonnée en z des deux points fixes autour desquels I'attracteur se développe.
L’application de premier retour obtenue présente quatre branches monotones (Fia. 2.23). Nous
construisons alors une dynamique symbolique sur I’ensemble de symboles ¥4 = {1,0,1,2}. La
parité des symboles est généralement choisie en fonction de la parité de la torsion locale. Dans le
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cas présent, les entiers correspondent également au nombre de dimi-tour : le symbole 1 et 1 étant
utilisé pour différencier les deux bandes pourvues d’un demi-tour.

-2 -1 0 1 2

Fia. 2.22 — Attracteur chaotique généré par le
systeme de Burke et Shaw.

1.6 T

15r 1

14 r 1

=
o
[y
N

16

Fia. 2.23 — Application de premier retour a la
section de Poincaré P,.

A partir d’une analyse dans ’espace des phases, nous trouvons un patron, prédisant correcte-
ment les nombres de liaisons, décrit par la matrice de liaisons

+3
+2
+2
+3

Mij =

+2
+2
+2
+3

+2 43
+2 43
43 43 (2.27)
+3 44

Une représentation de ce patron peut étre trouvée dans l'article [91] reporté dans les morceaux choi-
sis. Avec P. Dutertre, nous avons étudié 1’évolution de cet attracteur sous variation du parametre
de controle V. Nous avons trouvé 'ordre de création reporté TAB. 2.4. Cet ordre de création est
plutdt complexe & prédire et il faut avoir recours & toutes les subtilités de ’ordre multimodal [42].

Fi1a. 2.24 — Réduction de la dynamique au do-
maine fondamental D . Nous pouvons remar-
quer que la transformation ® impliquée dans
cette réduction augmente d’un facteur 2 la
période dynamique des orbites périodiques.

1.0

11+t 0 1 1

12 /

[Xl
T~
N

14

15 ‘ ‘ ‘ ‘

14 13 12 11
1|

Fia. 2.25 — Application de premier retour a

la section de Poincaré Pp du domaine fonda-

mental construite avec la variable invariante

|z

1.0

Néanmoins, si ’équivariance du champ de vecteurs est prise en compte, nous réduisons alors
la dynamique sur un domaine fondamental D . Ceci est illustré Fic. 2.24. L’application de pre-
mier retour fondamentale se résume alors a une application unimodale type fonction logistique
(F1G. 2.25). Ceci est encourageant car la dynamique symbolique associée & une dynamique unimo-
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dale est particulierement bien connue (voir section 2.2.2). Le patron fondamental est alors décrit
par la matrice de liaisons fondamentale

+1 +1 (2.28)

Mp = [ +2 +1 ]

Nous pouvons remarquer que la période dynamique des orbites périodiques est augmentée d’un
facteur 2 lors de la projection de la dynamique sur le domaine fondamental D sous ’action de ®.
Nous sommes alors en mesure d’introduire une transformation ¥ sur les chaines de symboles de
I’ensemble >4 de I’espace des phases de maniere a réduire les séquences orbitales a des séquences
orbitales fondamentales requises lors de la description dans le domaine fondamental. Nous avons
obtenu une relation entre les symboles de I’ensemble 34 et des blocs de deux symboles de I’ensemble

¥P qui s’énonce comme :

(1) =10

) wo)=11
U=9 ) -0l (2.29)

¥(2) =00

ol la transformation ¥ préserve la parité des symboles. Ainsi, 'orbite codée par (111) voit sa
séquence orbitale devenir W(T11) = (100101) sur Pensemble X2 lors de la réduction au domaine
fondamental.

De ce fait, en utilisant la transformation inverse

)=1
g :(1) (2.30)
2

Pordre de création complexe que nous avions mis en évidence TAB. 2.4 peut étre completement
prédit & partir de 'ordre unimodal [91].

2.4.2 Analyse de circuits électroniques

Parmi les systemes dynamiques générant des comportements chaotiques souvent étudiés, nous
relevons les circuits électroniques introduits sous I'impulsion de L. Chua [32]. Ils se caractérisent
par des champs de vecteurs équivariants. Ils sont donc d’excellents candidats pour notre procédure
spécifique de caractérisation topologique, d’autant plus qu’ils génerent des comportements chao-
tiques relativement complexes associés a des patrons plus riches que ceux associés a une dyna-
mique unimodale type fer-a-cheval de S. Smale [129]. En effet, comme le remarquent G. Boulant
et al [20, 21], les dynamiques expérimentales se caractérisent généralement par des dynamiques
unimodales triviales; citons, par exemple, les systémes laser chaotiques [137, 112, 79, 80, 20],
la célebre réaction de Belousov-Zhabotinskii [107], la corde vibrante [139], 1’électrolyse de cuivre
[90]. Pourtant, et nous en rencontrerons quelques unes dans le chapitre 3, il existe des situations
expérimentales, a I’exemple du circuit de Chua, dont la dynamique se caractérise par un patron
plus complexe.

Le systeme électronique étudié ici a été réalisé par N. Rulkov [124]. Il est constitué d’un am-
plificateur non linéaire N qui transforme la tension d’entrée X (¢) en une tension de sortie o f(X)
ou « est un parametre de controle caractérisant le gain de N autour de X = 0. L’amplificateur
non-linéaire est pourvu d’une rétroaction linéaire constituée d’un filtre passe-bas (RC”’) et d’une
boucle de résonnance LC' en série. Il a été montré que le comportement dynamique d’un tel circuit
pouvait présenter des transitions d’oscillations périodiques vers un régime chaotique a travers une
cascade de doublements de période, des intermittences et des crises entre attracteurs chaotiques
[140]. Nous étudierons ce circuit pour des valeurs de a de 17.4 et de 18.9.

Il existe un modele d’un tel circuit développé par A. R. Volkovski & N. F. Rulkov [140]. 11 est
constitué de trois équations différentielles ordinaires :
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(W)Cz (W)CT Cj (W)Cl (W)cl (W)Cz (W)CT (@] (W)G (W)m
0 0 12115 2120}
10 10 1211} 2191,
1011 1011 12102 2117,
T0T1, 1011} 12100 21109
103 104 Tol7 2119
T00T) 10019 1211, 2111}
100} 100} 1211, 21129
10004 10004 120 21}
o-(10919)c, 12015 2102}
10110 17100 12015 21019
10109 17009 1204 210}
1019 1709 12003 2100}
1017, 1701} 12004 2101,
) oMb, 12013 2111,
111 210 12010 21709
1111} 27019 1204 21T,
1118 210} 1202} 2171}
11104 21003 o (12923,
11101 2101, 12121 22120
11112 2T11, T2122 22719
11119 21109 1212 221,
11} 211, 1211} 2210}
o-(T18528) 1211} 2911,
11021 20711 12102 2201,
1102 20T, 12102 22009
11015 2010} 1219 2209
1101} 2011, 1211, 2201}
11002 2001, 1217, 22029
11002 20009 12} 229
1109 2000 12T 2212}
1101, 2001} 1221} 22119
El%_ ) 209 1223_ 221}
11713 20119 12207 2210}
11T, 201} 1220} 2211,
11703 2010} 12212 2291,
1170} 201T, 12210 22209
11712 2021, 1221 2220
1710 20209 12221 22211
I, 20 1222} 22220
1211 2120

TAB. 2.4 — Ordre de création des orbites de période inférieure a 6 extraites des attracteurs générés
par le systéme de Burke et Shaw sous augmetation du parameétre V- sur Uintervalle [3.0,4.272]. Les
séquences orbitales sont classées en colonnes selon le point critique impliquant leur création ; il est
indiqué en indice en haut du tableau.
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T=1y

y=—x—0y+=z

i=vlaF(z) 2] oy

ou z représente la différence de potentiel aux
bornes du condensateur C' et y = /L/C" i(t)
ou i(t) désigne le courant a travers la bobine L.
z représente la tension aux bornes du conden-
sateur C’. L’échelle temporelle est fixée par
la quantité 7 = t/ LC". Les parametres de ce
systeme dépendent des parametres physiques
des éléments du circuit de la maniere suivante :

vLC C

ou les valeurs des parametres de controle cor-
respondent aux valeurs expérimentales du cir-
cuit présenté précédemment. La fonction non-
linéaire de 'amplificateur peut étre estimée
par

0.528
(1 — 2?)
—0.528

=
t
g s

1
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X(®)

Fic. 227 - Un des deuzx attracteurs

symétriques l'un de Uautre, a = 17.4.

35
(2.31)
af(X)
N o
/gR
X(t) —e——— } L 7 Z(1)
¢ oo I°

F1G. 2.26 — Un diagramme schématique du cir-
cutt électronique étudié. Pour ce circuit, les
mesures sont réalisées pour R = 3.38k$2, L =
145mH, C = 343nF, C' = 225nF, r = 3474,
avec un échantillonnage de période de 20us
pour des valeurs de o de 17.4 et de 18.9.

pour r < —12
pour —12<z<+1.2 (2.33)
pour 12<zx
10.0
50 .
=
L oof ]
X
-50 [ .
-10.0 ‘ : : S

0.0 100
X(t)

Fia. 2.28 — Le double attracteur symétrique
As, a=18.9.

Le modele présente un comportement quasi-linéaire au voisinage de I'origine. Le développement
des trajectoires est borné lorsque x excede une valeur seuil, la trajectoire étant alors réinjectée
suivant les propriétés de symétrie. Les propriétés de symétrie de ce champ de vecteurs se caractérise

par la matrice d’équivariance
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y=| 0 -1 0 (2.34)

soit une symétrie centrale.

Nous nous bornerons ici a étudier le circuit expérimental, I’étude du modele étant développée
dans Darticle [93] reporté dans les morceaux choisis. Pour les deux valeurs de « considérées, le com-
portement asymptotique s’installe sur des attracteurs chaotiques apparaissant apres une cascade
de doublements de période. Chaque série temporelle X (¢) est enregistrée aux bornes du conden-
sateur C. Afin d’obtenir une représentation de ’espace des phases, nous utilisons les coordonnées
décalées introduites par N. Packard et al [111]°. La dimension de plongement est estimée & trois
et le décalage temporel & 106t [24]. Pour a = 17.4, nous observons une paire d’attracteurs, A4,
symétriques I'un de Pautre (F1a. 2.27) alors que pour o = 18.9 un attracteur .Ag présentant une
symétrie centrale est observé (F1G. 2.28).

-2 ; -4 T

= copie du domaine fondmentdd
1 C - domaine fondamenta

n+1

> Lt w\ 1 > b Y / 1

£

3t \ ] E v 4

0

N 3
4 L AAA é C4 o
4 = Cz E
C,
5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 6 ‘ ‘ ‘ ‘
5 4 3 2 1 0o -1 -2 6 4 2 ~ 0 2 -4
Y, Y,

Fia. 2.29 — Application de premier retour o = Fia. 2.30 — Application de premier retour fon-
17.4. damentale a = 18.9.

Fi1G. 2.31 — Patron du domaine fondamental de lattracteur Ag.
1l synthétise également les propriétés topologiques de l’attrac-
teur Ay ; dans ce cas, seules les bandes 0, 1 et 2 sont visitées
par la trajectoire chaotique.

| bandeO

bande 1
[ face supérieure

[l face inférieure

" bande 2

Fia. 2.32 — Masque représentatif des trois bandes visitées par
la trajectoire chaotique pour o = 17.4.

L’attracteur A est étudié selon la procédure générale de la caractérisation topologique alors
que Pattracteur Ag est analysé selon la procédure spécifique requise pour les systémes équivariants.

5Les techniques de reconstruction seront détaillées dans le second chapitre de cette partie.
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Les applications de premier retour a une section de Poincaré sont représentées pour chacun de ces
deux attracteurs (F1aG. 2.29 et F1a. 2.30).

Des reconstructions des attracteurs A4 et Ag et de partitions induites par les applications
de premier retour, nous construisons un patron & cinq bandes (FIG. 2.31) associé au domaine
fondamental D de attracteur Ag. L’attracteur A, est, quant & lui, caractérisé uniquement par
les trois premieres bandes en partant de la gauche. Une représentation explicite des trois bandes
caractérisant lattracteur A est donnée F1a. 2.32; la trajectoire chaotique ne visite que ces trois
bandes.

Sur Iapplication de premier retour fondamentale (FIG. 2.30), nous pouvons constater un léger
écart a la symétrie. Ceci peut provenir de légeres différences dans les caractéristiques des compo-
sants électroniques. Nous pouvons envisager d’utiliser I'application de premier retour fondamentale
pour 'optimisation de la symétrie parfaite de tels circuits électroniques.

2.5 Perspectives

Nous avons introduit la caractérisation topologique sur des systémes associés a un espace
des phases tridimensionnel et dont les dynamiques sont tres dissipatives. Lorsque nous sommes
confrontés & des systémes de dimension supérieure et/ou & une dynamique peu dissipative, I'ap-
proche topologique se heurte a des limites intrinseques : en effet, elle repose sur la notion de nceuds
et la maniére dont ils sont noués. Or dés la dimension quatre, tous les nceuds sont dénoués, donc
triviaux! La caractérisation par les nombres de liaisons et les patrons n’est donc plus de mise.
Il nous faut alors introduire d’autres invariants topologiques, plus robustes a 'augmentation de
la dimension de plongement. G. Mindlin et al [109] ont introduit une caractérisation a l'aide de
surfaces nouées mais nous pensons qu’elle ne reculera la limite qu’a la dimension cing. Dans le
cas de dynamique faiblement dissipative, le probléme provient de 1’épaisseur du ruban sur lequel
s’inscrivent les orbites périodiques : elle autorise les orbites & évoluer non plus sur une surface mais
au sein d’un volume restreint qui n’autorise plus une description en terme de patron, en toute
rigueur associé a un ruban d’épaisseur nulle.

La premiere étape de notre programme de recherche visant a dépasser ces limitations repose
sur l'utilisation d’invariants topologiques plus restrictifs. En effet, les nombres de liaisons sont
faiblement discriminants a l’exemple des deux liens représentés F1G. 2.33 présentant des nombres
de liaisons identiques et pourtant de nature tres différentes. A I’heure actuelle nous développons une
approche basée sur la caractérisation des nceuds a ’aide de polynomes tels que le polyome de Homfly
[74, 60]. Malheureusement, ces polynomes sont assez fastidieux a calculer et nous développons une
évaluation algébrique construite & partir d’une description des nceuds par des codes de Gauss.

)

a
(a) Lien triviall3 : (b) Lien de Whitehead
lk(a, B)=0. lk(a, B)=0.

F1G. 2.33 — Exemple de deux liens différents caractérisés par le méme nombre de liaisons.

2.5.1 Codes de Gauss

Les codes de Gauss utilisent la notion d’univers U, aussi appelé ombre, du diagramme d’un
nceud N. L’univers U est obtenu a partir d’une projection plane réguliere d'un nceud (F1G. 2.34.a)
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en évingant toute l'information concernant le signe des intersections (F1G. 2.34.b). Le code de
Gauss Cy de 'univers U est une séquence de 2N symboles (ici des entiers), chaque symbole étant
répété deux fois, ou NV désigne le nombre d’intersections (N = 3 dans l'exemple de la figure 2.34).
Ensuite, & partir d’un point de base P, on choisit un sens de parcours de l'univers (naturellement
orienté dans le cas d’une orbite périodique) et chaque intersection est désignée par l'entier qui lui
est associé. Le code de Gauss de 'univers est alors augmenté de symboles précisant la nature de
I'intersection : a si le segment de I'intersection est au dessus et b si le segment est au dessous. Dans
le cas du nceud trefle représenté Fi1G. 2.34, nous obtenons le code de Gauss suivant :

Cu = al b2 a3 bl a2 b3 (2.35)

Le calcul des polynomes de Homfly peut étre réalisé a partir d’un tel code de Gauss.

D KD

) Diagramme ) Univers

FiG. 2.34 — Construction de l'univers d’un neud da partir de son diagramme.

2.5.2 Identification des nceuds et liens

Une autre voie est également a 1’étude : celle de la démonstration de 1’équivalence entre deux
neeuds sous une isotopie ambiante par une description algébrique & base de code de Gauss [59].
En effet, Reidemeister montra qu’une classe d’équivalence sous une isotopie ambiant pouvait étre
obtenue grace & trois mouvements de Reidemeister (F1G. 2.35). Cette équivalence est la plus res-
trictive qui soit. Pour cela, chaque lien sera caractérisé par son diagramme minimal obtenu a ’aide
d’un algorithme basé sur 1’algebre des codes de Gauss (précisons un lien est dit minimal lorsque le
nombre d’intersections ne peut plus étre réduit par des mouvements de Reidemeister).

(a) Mouvement b Mouvcmcntl C ) Mouvement II

Fi1G. 2.35 — Les trois mouvements de Reidemeister.

De ce fait, armés d’un calcul algébrique, nous devrions étre en mesure d’aborder les systemes de
dimension supérieure a trois en travaillant dans des projections tridimensionnelles de I'espace des
phases (on s’attend & obtenir alors des noeuds singuliers également suceptibles d’étre étudiés par
une approche algébrique). Un modele serait alors validé si chacune des ces projections tridimension-
nelles est équivalente a celle correspondante de ’espace original. L’équivalence serait démontrée
en vérifiant que la structure des orbites périodiques dans les projections de ’espace des phases
et celles de 'espace reconstruit sont équivalentes a une isotopie pres. Pour plus de détails sur ce
programme de travail, consulter [61].



Chapitre 3

Reconstruction de champs de
vecteurs

3.1 Introduction

L’un des problemes essentiels de la science est de construire des modeles de systemes réels
a partir de données expérimentales. Selon le dictionnaire Larousse, un modele est une structure
formalisée utilisée pour rendre compte d’un ensemble de phénoménes qui possédent entre euz cer-
taines relations. Une telle étape est nécessaire & la connaissance [71] et 'esprit humain éprouve le
besoin d’avoir recours a des modeles pour expliquer la complexité de la réalité. Néanmoins, selon
Emmanuel Kant, la construction d’un modéle n’est ni neutre ni objective. En effet, selon 'approche
classique, le physicien construit un modele a partir d’observations sur le monde réel lui-méme et,
tres souvent, le modele ne représente efficacement qu’'une infime partie du monde réel; la réalité
se révelant toujours beaucoup plus complexe que le modele. Cette démarche repose sur le fait que
la réalité puisse étre approchée par un modele que notre esprit soit capable de concevoir.

Depuis 'antiquité, lorsque I’on parle de modele, on y adjoint systématiquement les mathématiques.
Ainsi, lorsque Platon énonce sa cosmologie [114], il est novateur car il propose pour la premiére fois
une représentation cohérente et rigoureuse de 1'Univers physique, fondée sur un ensemble limité
de présupposés axiomatiques, a partir desquels sont déduites logiquement les propriétés de 1’Uni-
vers [22] : un véritable modele! 11 se base sur quatre éléments primordiaux associés aux quatres
polyedres réguliers alors connus (FIG. 3.1) : le feu assimilé au tétraedre, I’air assimilé a Poctaedre,
I’'eau assimilée a I'icosaedre et enfin la terre assimilée a ’hexaédre ou cube. Un cinquiéme élément, la
quintessence, sera ajoutée par la suite lorsque le cinquieme polyedre, le dodécaedre, fut découvert.
On comprend des lors que la limite des mathématiques grecques de I’époque de Platon fixent celles
de la cosmologie du Timée.

Dodécaddre Hexaédre

F1a. 3.1 — Les cing polyédres réguliers.

Tétraddre Icosaddre Octaidre

Platon est aussi novateur par la nature de l'explication de I'Univers qu’il propose. Il pose le
probleme de la connaissance scientifique : une explication scientifigue doit présenter un caractere
de nécessité et d’idéalité qui ne peut étre déduit de facon immédiate des données fournies par la
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perception sensible. 11 développe une méthodologie de la recherche scientifique bien que les axiomes
qui constituent son systeme soient posés a prior:i mais, comme l’a montré récemment la théorie
algorithmique de l'information (théoreme de Godel), toute connaissance d’un systéme formel se
réduit a des axiomes fondamentaux et toute extrapolation de l'information de ces axiomes est
indécidable ou nécessite un nouvel axiome, sans preuve. Pour Platon, les mathématiques sont
Pinstrument permettant d’exprimer certaines des conséquences qui découlent de ces axiomes mais,
en raison du faible développement de celles-ci, I'outil formel auquel a eu recours la cosmologie
comme la plupart des autres domaines de la physique est le langage ordinaire, et ce, jusqu’a la
Renaissance.

L’irruption des mathématiques date du xXvi° siecle avec Galilée qui énonce pour la premiere fois
clairement que le grand livre de la nature est écrit en langage mathématique; elle débute donc dans
le contexte de la science du mouvement, la dynamique. Johannes Kepler est le premier qui ne fait pas
accessoirement appel aux mathématiques comme a un élément étranger a sa discipline, mais qui les
pose directement comme intérieures a sa pensée, et donc, comme constituante de la mécanique qu’il
met en place [29]. Dans les conceptions de Kepler, les mathématiques et I’expérience entretiennent
un double rapport : les mathématiques sous-tendent la nature dans sa conception divine, et elles
doivent donc ’exprimer. Inversement, si I’observation réelle dément les calculs, c¢’est que les calculs
ont été faits d’apres une prémisse fausse et qu’il faut changer celle-ci puisque, par définition, les
calculs ne peuvent pas mentir [29]. Nous pouvons affirmer que c’est le véritable moment ol nait la
science moderne, c’est a dire le moment ou l'on passe des qualités d’Aristote a I’énonciation d’une
loi sous forme mathématique, et d’une loi qui rende compte des phénomenes observés.

Des lors, parler de modélisation, c’est faire référence a une structure mathématique, véritable
élément constitutif de la science. Comme la langue aide & structurer la pensée, les mathématiques
sont un moyen d’élaboration de la compréhension des phénomenes physiques. G. Israél [69] précise
que les caractéristiques spécifiques de la modélisation mathématique moderne sont essentiellement
au nombre de deux. En premier lieu, le renoncement d’aboutir a une image unifiée de la nature : un
modele mathématique est un fragment de mathématique appliqué a un fragment de réalité. Non
seulement un modele peut décrire différentes situations réelles' mais encore le méme fragment de
réalité peut étre représenté a ’aide de modeles différents. En second lieu, la méthode fondamentale
de la modélisation est l’analogie mathématique (ou le fragment des mathématiques unifie tous les
phénomenes qu'il est censé représenter), et non plus ’analogie mécanique, qui a été pendant tres
longtemps le procédé initial de la mathématisation?.

De maniere générale, la traduction en langage mathématique d’un phénomene se déroule selon
deux étapes :

— déterminer I’ensemble des variables décrivant d’une fagon sinon compléte du moins satisfai-
sante, les différents états du phénomene. Ces variables constituent I’ensemble des variables
dynamiques du modele.

— déterminer ensuite parmi tous les états possibles du systeme, ceux dans lequel il se trouvera
effectivement. Un ensemble de valeurs numériques exprimera ces différents états selon 1'ordre
défini par I’écoulement du temps : c’est la représentation mathématique de la loi d’évolution
du phénomene étudié.

Il est bien entendu que le choix des variables dépend de ce que nous avons choisi d’analyser
et non pas uniquement de raisons intrinseques liées & la complexité du phénomene étudié : pour
ces raisons, le probleme du choix des variables dynamiques n’est jamais simple et nécessite une
appréhension initiale du systeme par le physicien. Cette étape, cruciale, n’est régie par aucun prin-
cipe rationnel clairement défini mais résulte de I'imprégnation du systéme étudié sur le physicien
et des principes sur lequel il congoit sa cosmologie, au sens large du terme. A considérer soigneuse-
ment les ceuvres de J. Kepler ou de I. Newton, on s’apergoit que leurs intuitions scientifiques sont
inséparables de cet exercice de 'imagination que représentent 1’alchimie, la mystique ou ’astrologie
[29]. C. Jung affirme d’ailleurs que la science dans sa totatité est dépendante de l’ame, dans laquelle

toute connaissance est enracinée.

Lcf. IPuniversalité de la fonction logistique
2 Ainsi, nous nous intéressons plus au comportement dynamique qu’aux phénomenes impliqués
3cité par M. Cazenave in [29].
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Dans le cadre d’'un monde linéaire, I'identification précise des caractéristiques importantes des
phénomenes est réalisée, permettant la détermination des variables d’état du systeme. La structure
mathématique descriptive est ensuite élaborée et les prévisions obtenues a ’aide de cette struc-
ture sont comparées aux données réelles. Cette conception classique de la physique s’inspire de la
méthode expérimentale fondée sur 'idée galiléenne du cimento : interroger la nature et comparer
les résultats obtenus avec les prévisions mathématiques. La conscientisation des roles importants
joués par les non-linéarités du monde interdit désormais la comparaison a proprement parler et,
comme ’a compris H. Poincaré, une approche globale du comportement asymptotique doit étre
utilisée. La théorie de la dynamique des systemes non linéaires ouvre une autre voie : a partir des
données expérimentales, un modele peut étre construit automatiquement sans aucune intervention
du physicien. Elle se limite en fait au choix de la structure mathématique employée : des polynoémes,
des fonctions radiales, ... C’est maintenant la structure mathématique qui compte et c’est elle qui
joue le role de modele. Toutefois, la construction de modele ne peut étre arbitraire car on ne peut
supprimer l’exigence d’une justification - ici de nature topologique - rendant ’analogie légitime
[69]. I1 n’est plus possible de prédire & long terme le comportement du systéme étudié en raison
des non-linéarités rendant le systeme sensible aux conditions initiales. Seul le comportement global
peut étre comparé au systéme réel : ce ne sont plus les belles régularités que vénéraient Aristote
qui sont objets de connaissance mais une permanence structurelle. Le systeme est intelligible car,
dans son évolution incessante, il demeure des entités immuables identifiées comme les processus
dynamiques impliqués : c’est ce lien permanent qui est modélisé.

Selon G. Isragl, la diffusion de cette approche modéliste en physique témoigne du déclin du
role de la physique mathématique et classique [69]. Elle se présente comme un processus de crise,
car quoi qu’'on en dise, la physique s’est batie autour de ’aspiration a une image unitaire de la
réalité. La modélisation représente donc un renoncement. La tradition historique de la physique
s’accommode mal de I'idée que les mathématiques constituent un réservoir d’images qu’on peut
appliquer de diverses manieres a la réalité. Pour preuve, les nombreuses réticences de certains
collegues qui acceptent difficilement que des analyses de qualités de systemes aussi disparates que
les réactions chimiques [90, 100], les étoiles pulsantes [92], les moteurs atmosphériques [99], les
circuits électroniques [93], puissent étre développées avec les mémes concepts.

Ce chapitre est consacré a cette nouvelle approche de la modélisation qui, nous le verrons,
permet 'obtention de modeles générant des dynamiques qui correspondent correctement a la réalité.
Toutefois, nous verrons que leur efficacité a décrire les comportements dynamiques est réduite par
le fait que l'identification des processus physiques responsables de cette dynamique est, a 'heure
actuelle, difficilement réalisée.

3.2 La méthode

3.2.1 Principe
Les systémes de coordonnées

Les trois systemes de coordonnées utilisés dans les différentes techniques de reconstruction
couramment utilisées sont les décalages temporels, les dérivées et les composantes principales. Tous
ces systemes de coordonnées s’appuient sur la construction de variables indépendantes a partir
de I’évolution de la variable dynamique observée par le physicien : ces nouvelles variables sont
obtenues par décalages temporels, par estimation des dérivées de la série ou par une analyse en
composantes principales. Chacune de ces représentations permet d’accéder a une reconstruction
de la trajectoire représentative de 1’évolution du systéeme dans un espace équivalent a l’espace
des phases original. Le comportement dynamique du systeme peut étre caractérisé a l’aide de
parametres globaux importants tels que les dimensions fractales [63], les exposants de Lyapunov
[43] ou des propriétés topologiques du portrait de phases [106, 107, 138].

L’un de nos objectifs est d’obtenir une approximation du champ de vecteurs régissant la dy-
namique du systeme étudié a partir de la seule série expérimentale. La connaissance d’un champ
de vecteurs équivalent permet de générer de nouvelles séries temporelles s’inscrivant sur un attrac-
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teur équivalent a l'original. Cette possibilité permet une meilleure caractérisation de la dynamique
lorsque la quantité de données est limitée.

La méthode des décalages temporels [111] est la plus populaire car sa mise en ceuvre est rela-
tivement élémentaire. L’idée de base des méthodes de reconstruction d’'un espace des phases est
que le passé et le futur d’une série temporelle contiennent de I'information sur les variables d’état
inobservées qui peut étre utilisée pour définir I’état a 'instant présent.

Connaissant une série temporelle {x(iét)}figl échantillonnée avec un pas de temps 6t constant,

I'information sur le passé et le futur de la série peut étre reportée dans le vecteur délai de la forme

z(t) = (x(t +dy7), z(t + (df — 1)7), ..., z(t), ..., x(t — de))Jf (3.1)

ou 7 est un décalage temporel multiple du temps d’échantillonnage (7 = hdt), dy est le nombre de
coordonnées futures et d, le nombre de coordonnées passées. Ici { désigne la transposée et nous
adoptons la convention de représenter les états par un vecteur colonne. La dimension du vecteur
délai est d = dp, +dy + 1.

Soit d la dimension du systeme dynamique qui génere la série temporelle z(¢). F. Takens [135]
montre qu’en 'absence de bruit, si dg > 2d + 1, alors, génériquement, le vecteur délai forme un
plongement de I’espace des phases original. Bien que dg > 2d + 1 garantisse un plongement, nous
verrons qu’il existe des cas ol il y a plongement pour dg = d (& partir de la variable y du systéme
de Rossler).

Du point de vue de 'idéalisation de mesures arbitrairement précises de z(t), un plongement
existe quel que soit 7 : le choix du décalage temporel T est sans influence sur la reconstruction. Ce-
pendant les données réelles sont nécessairement bruitées et une quantité finie de données introduit
des erreurs d’estimation. Ces limitations rendent le choix de 7 important [26, 27].

A partir de ces coordonnées décalées, les composantes principales peuvent étre construites a
laide d’une méthode de décomposition en valeurs singulieres [23] dont I'algorithme est décrit dans
la littérature [116]. T. Sauer, J. Yorke et M. Casdagli [125] étendent le théoréme de Takens aux
composantes principales, montrant que génériquement 2d + 1 composantes principales forment un
plongement. Dans certains cas, moins de composantes principales sont nécessaires.

Une reconstruction de I'espace des états peut aussi étre obtenue a partir des dérivées. L’esti-
mation de celles-ci peut étre réalisée soit a partir d’'un schéma aux différences finies, soit par des
filtres linéaires [51]. A I'heure actuelle, nous estimons les dérivées successives par dérivation d’un
polyndme estimé localement par une décomposition en valeurs singulieres. Les dérivées présentent
I’énorme avantage de permettre un certain nombre de manipulations algébriques entre systeme ori-
ginal et systeéme reconstruit. Nous en verrons quelques exemples par la suite. Ainsi, notre technique
globale de champ de vecteurs repose sur les coordonnées dérivées. Par opposition aux méthodes
de reconstructions basées sur la prédiction du futur a partir de la connaissance du passé et dites
locales, les reconstructions d’un champ de vecteurs sont dites globales. Au lieu d’estimer localement
la dynamique, les techniques globales réalisent une approximation du champ de vecteurs original
sur ’ensemble de I’espace des phases. De ce fait, elles permettent la reconstruction de ’ensemble
de lattracteur & partir de la connaissance d’une faible région de celui-ci [95].

Reconstruction globale de champ de vecteurs

Comme nous 'avions fait pour la caractérisation topologique, nous introduirons la reconstruc-
tion globale en utilisant le systeme de Rossler comme cas test. Nous sommes donc en présence d’'un
systéme non linéaire décrit par un systeme de trois équations différentielles ordinaires de la forme :

T=—-y—=z
y=x+ay (3.2)

Z=b+z(z—c)

qui peut étre vu sous la forme
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&=f,(2) (3.3)

ol p est le vecteur des parametres de controle (a, b, c) et x le vecteur représentatif d’un état du
systéme et fonction des variables dynamiques (z,y, z). Ce systeéme est appelé le systéme original.
Dans un contexte expérimental, il est inconnu et, nous le verrons, inaccessible a la mesure. De
maniere a simuler un tel contexte, supposons que nous ne connaissions que 1’évolution temporelle
de la variable dynamique y (FI1G. 3.2).

60t ‘ ‘ ‘ ‘ z
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0

t (s)
Fi1G. 3.2 — Evolution de la variable dynamique y en fonction du temps.

Nous avons vu que nous pouvions reconstruire un espace équivalent (nous verrons dans quel
sens) & l’espace des phases original & l'aide des coordonnées dérivées. Pour cela, les dérivées tem-
porelles successives de la série temporelle y(t) sont estimées de maniére & constituer un vecteur
dérivée.

dy d2y ddE*ly
(y, Wy Wl) (3.4)

ol dg est la dimension de plongement de la dynamique. Dans le cas du systeme de Rdéssler, la
dimension de corrélation Do est estimée autour de 1.98 par une méthode du type de celle de
Grassberger et Procaccia [63]. Nous pouvons donc espérer reconstruire une dynamique équivalente
dans un espace de dimension 3. Ainsi, Pespace défini par les trois coordonnées (X =y, Y =94, Z =
ij) constitue un espace des phases reconstruit (FIG. 3.4) que nous espérons équivalent & lespace
des phases original défini par les coordonnées (z,y, z) (F1G. 3.3).

Fic. 3.4 — FEspace des phases reconstruit a
Uaide des dérivées successives de la variable
dynamique y.

Fi1Gc. 3.3 — Espace des phases original associé
au systeme de Rossler.

Afin de statuer sur la qualité de 'espace reconstruit, nous devons étudier les propriétés de la
transformation ®, transformant I’espace des phases original en I’espace reconstruit, soit
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(@,,2) —% (XY, Z) (3.5)

ou l'indice y désigne la variable dynamique a partir de laquelle la reconstruction est réalisée. Lorsque
le champ de vecteur original est connu, cette transformation peut se dériver analytiquement. Dans
notre cas test, elle s’exprime comme

+ay (3.6)
:ax+(a2—1)y—z

La meilleure équivalence que nous puissions espérer est que la transformation ®, définisse un
difféomorphisme, c’est a dire une application continue dont l'inverse est différentiable. Ceci est
vrai si ®, vérifie le théoreme suivant :

Théoreme 1 La transformation ®, définit un difféomorphisme de Uespace des états dans ’espace
reconstruit (soit ici de IR dans IR3) si son déterminant Jacobien D®, ne s’annule en aucun point
de ’espace des états.

Ainsi vérifier que ®, définit un difféomorphisme se réduit simplement & ’étude de son Jacobien.
Dans notre cas test, ceci est aisément obtenu : I’espace des phases reconstruit a partir de la variable
y définit donc un espace équivalent a ’espace des phases original.

Comme nous 'avions annoncé, I'utilisation des dérivées permet un certain nombre de manipu-
lations algébriques. Ainsi, lorsque le champ de vecteurs original est connu, nous sommes en mesure
de dériver algébriquement le champ de vecteurs reconstruit & partir d’une variable donnée. Ainsi,
selon notre formalisme, tout systéme reconstruit peut se mettre sous la forme

X=Y
Y=27 (3.7)
Z=F,(X,Y,Z)

ot Fy, est une fonction a estimer® 'indice y désigne la variable dynamique & partir de laquelle la
reconstruction est effectuée. Ce systeme est appelé le systeme reconstruit exact. Dans notre cas
test, la fonction Fy est de la forme

Fy=-b—cX+(ac—1)Y +(a—¢c)Z —aX?*+ (a*>+ )XY —aXZ —aY?*+YZ (3.8)

C’est une fonction polynomiale multivariable. Il semble que chaque fois que la fonction ® définisse
un difféomorphisme, la fonction F' soit de forme polynomiale. Ceci est une propriété importante
sur laquelle nous reviendrons.

Revenons a notre simulation d’une situation expérimentale. Nous ne connaissons pas le champ
de vecteurs original et nous souhaiterions obtenir un systéme d’équations différentielles ordinaires
modélisant le comportement dynamique du systeme étudié. Pour cela, nous devons estimer la
fonction F, uniquement a partir de la connaissance de 1’évolution de la variable dynamique y.
Ceci implique une évaluation de la fonction F, & I’aide d’'une méthode du type moindres carrés.
Pour résoudre ce probleme, nous devons commencer par choisir une base sur laquelle décomposer
la fonction Fj,. Initialement, une décomposition sur des fonctions rationnelles polynémiales fiit
retenue et permit une reconstruction des systémes de Rossler [55] et de Lorenz [56] & partir de leurs
variables dynamiques = respectives. Les fonctions rationnelles présentent I’avantage de modéliser
des fonctions F' pourvues de poles (ce qui est effectivement le cas des fonctions F,. pour les systemes
de Rossler et de Lorenz). Cependant la présence des poles rend délicate leur intégration (bien que

4Nous verrons quelques cas ol cette estimation ne peut étre réalisée.
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les ensembles singuliers soient de mesure de Lebesgue nulle). De plus, 'approximation de la fonction
F sur des fonctions rationnelles se comporte trés mal en présence de bruit [86]. Précisons en outre
qu’aucun critere de convergence n’est connu dans ce cas.

Par conséquent 'implémentation d’une nouvelle méthode d’approximation de la fonction F,
plus robuste, s’est avérée nécessaire. Une approximation Ls sur des polyndémes multivariables est
maintenant utilisée [58, 95]. Non seulement il existe un théoréme de convergence du & Weierstrass
[120] pour les approximations polyndmiales, mais encore la méthode ne présente plus les problémes
d’intégration numérique en raison de 'absence de poéles. Les polynomes ne sont pas choisis a priori
égaux a des polynomes répertoriés tels que ceux de Legendre comme dans le travail de J. Cremers
et A. Hubler [35] ou de J. F. Gibson et al [51], mais sont générés par la dynamique elle-méme.

Toutefois, que le systeme original soit connu ou pas, le but a atteindre est une reconstruction
du systeme reconstruit exact a partir d’'une seule des variables dynamiques du systeme original.
Pour cela, il est supposé que le physicien enregistre numériquement (ou expérimentalement) la série
scalaire temporelle échantillonnée {z;}2; ot I'entier i représente le temps discret tel que ¢ = idt.
Les dérivées successives de 1'observable z(t) peuvent étre estimées par dérivation d'un polyndme
estimé par une décomposition en valeurs singuliéres. Toute I'information sur le champ de vecteurs
original f est reportée au sein de la fonction F.

L’estimation de la fonction F' est réalisée par une décomposition de Fourier sur une base de
polynémes multivariables. La procédure de reconstruction se décompose en différentes étapes qui
sont :

e Simultanément & la lecture de la série temporelle {y;}Y |, une série vectorielle
temporelle {X; = v;,Y; = 4;,Z; = y;,Zi :gj;}ﬁi’l est calculée. A chaque point de
l’ensemble de coordonnées { X;, Y7, Zi}fvz"l est ajoutée une valeur Z; puisque le systeme

reconstruit exact (3.7) nécessite la connaissance de cette variable pour 'approximation
de la fonction F.

e Une estimation numérique de la décomposition de Fourier de la fonction F' est
réalisée sur une base de polynomes multivariables par une technique de moindres carrés.
Un spectre naturel est alors calculé a partir des coefficients de Fourier. Nous possédons
A ce stade une approximation F' de la fonction F.

e L’attracteur reconstruit A, peut étre obtenu par intégration du systeme recons-
truit.

L’espace fonctionnel sur lequel est décomposée la fonction F' va maintenant étre introduit.

Estimation du champ de vecteurs

Afin d’établir une décomposition robuste de la fonction F', nous choisissons de la projeter sur un
espace de Hilbert E™ de polynémes P. Ces polynomes seront construits a partir des trois variables
X, Y et Z selon Parrangement des triplets (i, j, k) correspondant aux puissances respectives des
variables X, Y et Z suivant 'ordre donné par

000
100 010 001
200 110 101 020 011 002 (3.9)

300 210 201 120 111 102 030 021 012 003

Nous pouvons étiqueter chaque triplet suivant le méme ordre :
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1
2 3 4
5 6 7 8 9 10 (3.10)

1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Il y a ainsi une correspondance bijective entre les étiquettes n et les triplets (i, j, k). Nous
utiliserons la notation suivante :

P" = X'YyJ 7k (3.11)
L’espace vectoriel E™ sera constitué par les combinaisons linéaires des polynémes P? tels que i < n.
Ces polynoémes sont linéairement indépendants et forment donc la base {Pz}l <, Nous construisons

maintenant une seconde base par orthonormalisation de la premiere.
La base {¢"} est construite par orthonormalisation de Gram-Schmidt suivant la relation :

. (b*k
C e (3:12)
ol les éléments ¢** sont définis par
¢*1 — Pl
k—1 (3.13)
¢*k — Pk—Z(Pk,(ba) Qz)a , E>1
a=1

et olt (, ) désigne le produit scalaire. La condition d’orthonormalisation s’écrit :

(¢, ¢7) = by (3.14)
ol d;; est le symbole de Kronecker. Les relations (3.12) et (3.13) impliquent que les ¢F définissent
une famille multivariable triangulaire de polynémes donnée par :

o= 4
¢? = A? + Alx
¢ = A3 4+ Adx + ABY (3.15)

¢t = Al + Ajx + AY + AlZ

#°=A + ASx + AJY + A5Z + Ada?
La projection d’un monéme P* sur la base {¢’} *écrit :
k
PF=3%" Bk g¢* (3.16)
a=1
Le développement des coefficients B¥ est alors de la forme :

Bl = (P*,¢) (3.17)

Inversement, chaque function ¢* peut se décomposer sur la base {P*} suivant la relation :
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k
=y Ak pe (3.18)
=1

Ainsi, les coefficients Bf s’écrivent aussi :
j .
=Y Al (P*,P*) (3.19)

En insérant les relations (3.17) et (3.18) dans la relation (3.13), nous obtenons :

k

k-1 B
oAk pr=pt - 3" BE > AL P
B=1 a=1

a=1
Al = AL o™ ||

Avec une permutation sur la double sommation :

(3.20)

k-1 B k—1 k—1
Y = (3.21)
pB=1 a=1 a=1 =«
nous obtenons
k k—1 k—1
doakpr=pt - N | Y BEAD | Pe (3.22)
a=1 a=1 B=«a

Les coefficients A** sont alors déterminés par identification entre chaque membre de la relation
(3.22). Nous obtenons la relation de récurrence suivante :

Ak =1

(3.23)
Azl = —Z BgAg pour o < k

De maniére & ne conserver quune relation sur les coefficients A**, nous remplacons les coeffi-
cients Bﬁ par leur expression suivant la relation (3.19); nous obtenons alors :

k—1 B
Ak = -3 A8 Z (P*, P7) (3.24)
Il reste alors & normaliser chaque A** comme suit :
A*k
k _ 6%
o = 73 (3.25)

k k
Z Z *k A*k Pﬁ P’y)
B=1 v=1

Nous possédons maintenant une base complete de n polynomes orthogonaux ¢*. Nous souhai-
tons une approximation Fs de la fonction F' sur I’ensemble des points :

Fo(Xi, Yi, Zi) = Z; (3.26)

Une telle approximation est donnée par :

Fo=> ¢ ¢ (3.27)
J
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ou les ¢} représentent les coefficients de Fourier. L’approximation de Fourier ainsi définie est la
meilleure approximation possible sur la base choisie (selon la norme Ly). Les N, points de espace
reconstruit nous permettent de définir le produit scalaire & partir duquel on construit la base
orthonormée, tandis que 'appoximation s’effectuera sur N, fonctions de base. On définit ainsi
une approximation de Fourier de F', qui est la meilleure au sens des moindres carrés sur la base
des N, fonctions choisies, c’est a dire qui minimise I'expression :

Np

L(F - F) = | (=1 56 - 2)2 (3.28)

=1

Les coefficients de Fourier ¢} sont alors donnés par la relation :

J
¢ = (FZ Al Pk>

- (3.29)

Nous avons ainsi

J
¢t = (Z >4 Pk> (3.30)

k=1

L’approximation de la fonction dans E™ s’écrit aussi en fonction des P7 :

P -

i

3 Z c; A P :Zn: Zn: c; Al P (3.31)
=1 j=1 j=1 i=j

En posant

K,=Y c A (3.32)
i=p

nous pouvons réécrire la relation (3.31) comme :

F,=> K,P’ (3.33)
p=1

Ainsi l'information concernant la structure dynamique du systéme est contenue dans ’ensemble
des coeflicients K, qui forme une signature de l'attracteur. L’ensemble {K,} est appelé spectre
naturel de I'attracteur.

Le modele obtenu constitue un modéle phénoménologique suivant le sens que donne L. Boltz-
mann a ce qualificatif : la phénoménologie est la tendance qui chercher a représenter des domaines
limités du monde physique a ’aide d’équations différentielles ; ce n’est qu’une sorte de modélisation
mathématique abstraite qui ne prend pas vraiment en compte la nature des phénomenes étudiés
[69]. Un modele obtenu par reconstruction globale de champ de vecteurs se contente, comme la
plupart des approches scientifiques, de décrire, de fournir des descriptions, et non d’expliquer.

La qualité de la reconstruction obtenue dépend d’un certain nombre de parametres appelés
parameétres de reconstruction. Certains relevent de 'expérimentation, le taux de 1’échantillonnage
Ts ou le nombre de points de la série temporelle, alors que d’autres sont associés a la méthode de
reconstruction. Ces derniers sont :

— la dimension dg de l'espace dans laquelle la trajectoire représentative de 1’évolution du
systeme est représentée. Elle est usuellement choisie comme étant égale a la partir entiere
de la dimension de corrélation Dy plus un. Elle peut étre efficacement estimée a l'aide de la
méthode des faux voisins [1, 2, 28].
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— le nombre de points total IV, retenus pour 'estimation. Il définit directement 1’échantillon
sur lequel est réalisée la statistique utilisée pour estimer les coefficients de la fonction F.

— le nombre de points IV, retenus par pseudo-période. Ce parametre est d’une extréme impor-
tance. Récemment, J. Maquet [103] a observé que ce nombre N, devait étre choisi de maniere
a étre un diviseur du nombre moyen de points par pseudo-période estimé sur I’ensemble de
la série temporelle disponible. Il apparait qu’un tel choix améliore la stabilité des modeles
obtenus. Le nombre moyen de points est actuellement estimé & partir d’un spectre de Fourier.

— Lenombre N, de coefficients K, retenus. Initialement ce nombre était choisi par incrémentation
unitaire [85]. Néanmoins, si nous considérons ’estimation de la fonction F' comme un développement
en série de Taylor [9], nous avons :

No n
F=>" {Z KlnPl"} + O(PNott) (3.34)
n=0 ln,=0

ott {I,,} désigne 'ensemble des indices tels que P soit un monéme de degré n. Un degré
définit alors un cluster de mondémes de méme degré. Par exemple, le cluster de degré 3 est
représenté par les monoémes indexés de 11 & 20 (relation 3.10). Ainsi, il apparait pertinent
[103] de choisir d’estimer la fonction F' & un ordre donné. Ainsi, le nombre de coefficients
ne peut prendre qu'un ensemble restreint de valeurs entieres. Par exemple, dans le cas ou
dg =3, Ngp € {1,4,10,20,32,47, ...}.

Par ailleurs, il peut arriver que le nombre de coefficients calculés soit largement supérieur au
nombre minimal de coefficients nécessaires a ’estimation de la fontion F'. Pour réduire I'expres-
sion de la fonction estimée, L. Aguirre [4, 5] utilise 'information contenue dans les points fixes
du systeme pour réduire, a priori, le développement de la fonction F. Il identifie également cer-
tains groupes de monomes qui ont des effets sur la dynamique qui se compensent : il élimine
alors ces termes fallacieux. Les propriétés de symétrie peuvent aussi étre utilisées pour réduire le
développement de la fonction F' [25].

Nous avons vu que notre cas test est particulierement favorable puisque la fonction F), est
polyndmiale. De ce fait, il nous est possible de dériver analytiquement chaque coefficient et de
vérifier nos estimations directement avec les valeurs théoriques. Les coefficients K, étant estimés
avec une tres bonne précision (TAB. 3.1), Uerreur relative est inférieure & 0.001 %.

p Ky Ky Ky ep (%)
1 —b -2 -1.9999842 0.8 10793
2 —c -4 -3.9999729 0.7 10793
3 ac—1 0.592 0.5919901 0.2 10792
4 a-—c -3.602 -3.6019751 0.7 10793
5 —a -0.398 -0.3979973 0.7 10793
6 a?>+1 1.158404 1.1583972 0.6 10793
7 —a -0.398 -0.3979960 1.0 10793
8 —a -0.398 -0.3979978 0.6 10793
9 1 1 0.9999936 0.6 1073
10 0 0 1.1426 10796 -

TaB. 3.1 — Coefficients K, de la fonction F, dans le cas du systéme de Rossler. Les valeurs
théoriques K,, et estimées K,, sont reportées avec l'erreur relative de l’estimation.

L’une de nos grandes ambitions est de remonter a la phénoménologie du systeme physique étudié
a partir d’un systeme reconstruit. En effet, I'un des objectifs de tout physicien est de comprendre
comment se structurent différents phénomenes pour générer tel ou tel comportement complexe.
Avec le paradigme de la physique linéaire, les physiciens isolaient une partie du systeme qu’ils
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voulaient comprendre et la disséquaient. Une fois cette partie comprise, ils en isolaient une autre,
et ce, jusqu’a étre capables de réunir toutes les composantes afin d’élaborer une approche globale du
systeme complexe. Depuis que les physiciens ont réalisé que les processus physiques du monde réel
sont souvent gouvernés par des dynamiques non linéaires, il a fallu introduire de nouvelles méthodes
car la somme des parties d’'un systéeme non linéaire n’est pas égale a son tout. Il devient primordial
d’appréhender le systeme dans sa globalité des la premiere approche... C’est tout l'intérét d’une
technique de reconstruction globale de champ de vecteurs. Bien str, 'information disponible sur
le systeme est différente de celle obtenue & partir de principes premiers et il nous faut apprendre
a la lire.

Le paradigme de la physique linéaire nous avait habitués au probleme dynamique direct : a 1’aide
de principes premiers, des modeles sont construits pour mimer le comportement de la nature. Si
le modele génere des comportements proches de ceux observés, nous pensions que nous avions
correctement compris quels étaient les phénomenes physiques mis en jeu et comment ils étaient
régis. Cette méthode de la physique mathématique se décompose en deux phases. La premiere
est une phase empirique : il est nécessaire de déterminer des propriétés empiriques fondamentales
caractérisant I’allure d’un phénomene ou d’une classe de phénomeénes physiques. Un ensemble de va-
riables caractéristiques du phénomene doit étre ainsi identifié. La seconde phase est mathématique.
Elle consiste en ’énonciation des lois dynamiques décrivant 1’évolution des variables dynamiques,
écrites le plus souvent sous la forme d’équations différentielles. Une description de la variation
du systeme dans le temps et le jeu des interactions entre les variables de base sont alors donnés.
La résolution de ces équations doit alors étre effectuée ou, au moins, 'obtention d’une solution
approchée. Avec la physique du non linéaire, nous sommes confrontés dans notre approche au
probléme dynamique inverse [72, 77] : & partir des observations de la nature, typiquement une série
temporelle, nous construisons un modele a partir duquel nous essayons de déduire des principes
premiers. La premiere phase, également empirique, est consacrée a un processus de mesure, quan-
titatif, et non d’observations qualitatives. La phase mathématique est essentiellement constituée
par une approche numérique réalisée par un algorithme. La compréhension de la dynamique en
termes de processus physiques termine la résolution de ce probleme dynamique inverse.

Nous estimons étre maintenant en mesure d’attaquer la deuxieme étape : la déduction de
principes premiers a partir de modeles reconstruits. Pour cela, il est crucial de pouvoir réécrire le
modele reconstruit sous la forme du systeme original, c’est a dire sous la forme de trois équations
différentielles ordinaires de la forme

N,
i:E a, P!
=1
Ny

j=>_ bP (3.35)
=1
N

ZZZ ClPl

=1

ot P! désigne les monomes du type 'y’ 2¥. Lorsque le systéme original est connu, cela est possible
en dérivant I’expression de ®~!. Par exemple, dans notre cas test, nous avons

r=7—aY
1= y=Y (3.36)

z=aZ—-X-Y
qui nous permet de retrouver le systéme original (3.2) a partir du systéme reconstruit (3.7). C.
Lainscseck et al [77] ouvre la voie & une écriture selon un modele de la forme (3.35). Ils remarquent
que ceci n’est possible que sous certaines conditions ; notamment, la transformation inverse ® ! doit
étre partout définie. Nous retrouvons la une nouvelle dépendance de la qualité d’une reconstruction
aux propriétés de la fonction ® et de son inverse ® ! et, par conséquent, du choix de la variable
dynamique observée. De maniere plus générale cependant, ’obtention de principes premiers par
I’approche actuelle représente un sujet ouvert et ambitieux.
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3.2.2 Probléme du choix de la variable mesurée

La dépendance mentionnés ci-dessus de la qualité de la reconstruction est implicite dans le
constat que ce que nous nommons les lois de la nature telles que nous les appréhendons sont relatives
a notre propre état d’observateur : elles sont donc relatives & un espace descriptif particulier lié,
dans le cas de la reconstruction globale de champ de vecteurs, au choix de 'observable. Selon telle
ou telle variable, les lois peuvent étre percues différemment et le modele obtenu differe.

En effet, nous avons introduit la méthode de reconstruction globale de champ de vecteurs sur un
cas test particulierement favorable. Lorsque la transformation ® ne définit pas un difféomorphisme,
nous ne pouvons plus assurer systématiquement une reconstruction de grande qualité. Ainsi, si un
modele reconstruit est aussi obtenu a partir de la variable dynamique = du systeme de Rossler, il ne
nous a pas été possible d’en obtenir un a partir de la variable z. Nous pouvons apporter plusieurs
éléments de réponse a ce probleme. Nous commencons par faire une classification des difficultés a
estimer une fonction F' donnée en fonction du degré des poles qu’elle présente. Nous avons vu que,
pour le systeme de Rossler, la fonction F), ne présentait pas de poles : c’est le cas le plus favorable,
et @, définit un difféomorphisme. Par contre, la fonction

(a+c+Z—aY +0)Y

Fo=ab—cX +X?>—aXY +XZ+acY + (a—c)Z — (3.37)
a+c—x
est pourvue d’un péle du premier degré alors que la fonction
b+32)Y —aY? —-bZ 2bY? —2Y3
F.ob—cX —Y +aZ+aX?— Xy 4 (2 +32)Y —a + (3.38)

X X2

présente un double pole du second degré. Nous pouvons concevoir qu'une décomposition en série
de Taylor sera d’autant plus difficile & obtenir que le degré du pole sera élévé. De maniere naturelle,
nous classerions les variables dynamiques par ordre d’observabilité décroissante® de la dynamique
pour le systeme de Réssler : y> x> 2.

De fait, différents essais de reconstruction ont généré des cycles limites : la méthode identifie
toutes les trajectoires a une orbite périodique (F1a. 3.7), seule possibilité pour qu’une trajectoire
visite le méme point de I’espace des phases. D’autres reconstructions géneérent un modele de faible
stabilité numérique qui finit par diverger a Uinfini (F1G. 3.8).

3.2.3 Prise en compte d’un parametre de controle

Un parametre de controle peut étre pris en compte dans le modele reconstruit. Prenons le cas
test. Nous souhaitons obtenir un modele reconstruit a partir de la variable y avec une dépendance
explicite au parametre de controle a. Du point de vue de la technique de reconstruction, la base
de polynomes multivariables doit étre étendue a quatre variables : les trois variables dynamiques
(X,Y,Z) et le parametre de controle a [85]. Les monomes P! sont alors de la forme

Pl = Xy zkgn

Afin d’estimer la fonction Fy, il est alors nécessaire d’enregistrer des séries temporelles pour plu-
sieurs valeurs de a. Comme nous ’avons déja vu, la fonction F), est polynoémiale. Dans notre cas
test, nous avons enregistré quatre séries temporelles pour les valeurs suivantes de a :

—a=20.2, a = 0.2625 et a = 0.325 ou le comportement asymtpotique est un cycle limite de
période 1 dont la séquence orbitale est (1). C’est le cycle limite & l'origine de la cascade de
doublements de période.

— a = 0.3875 ou le comportement asymptotique, situé juste apres le point d’accumulation
G0 = 0.386.

5Par observabilité de la dynamique & partir d’une variable dynamique, nous entendons notre capacité & recons-
truire un modele & partir de cette variable. Nous avons élaboré cette terminologie avec L. Aguirre [7].
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C’est effectivement ce que nous observons. La
reconstruction est tres facile a partir de la va-
riable y du systeme de Rossler, un peu moins a
partir de  (mais le modele obtenu est tout de
méme de bonne qualité) et impossible & partir
de la variable z [58, 87, 85]. Nous pensons que
la variable z pose probleme car elle présente
des léthargies durant lesquelles elle ne ”voit”
pas l’évolution de la dynamique (FI1G. 3.5).
Ceci provoque des tangences d’ordre assez
élevé impliquant dans ’espace des phases re-
construit des états identiques mais dont les
futurs different : aucun systeme d’équations
différentielles ne peut alors étre reconstruit en
pratique puisque le principe du déterminisme
n’est pas préservé (aux incertitudes de mesure
pres).

Ceci se traduit par des tangences qui ne sont
levées que des un espace de dimension 8
comme le met en évidence un calcul de di-
mension minimale de plongement (FIG. 3.6)
[28]. Ceci contraste fortement avec la valeur
de 3 obtenue sur les deux autres variables.
Précisons que le critere donné par le théoreme
de Takens ne suffit pas pour obtenir un plon-
gement correct.

4.0

F1a. 3.7 — Reconstruction d’un cycle limite au
lieu d’un attracteur chaotique a partir de la
variable dynamique z du systéme de Rossler.
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Fi1c. 3.5 — La variable dynamique z présente
des léthargies durant lesquelles elle ne contient
aucune information sur l’évolution dynamique
des autres variables.
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Fi1Gc. 3.6 — Estimation de la dimension mini-
male de plongement a partir de la variable du
systeme de Rossler.
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Fic. 3.8 — Reconstruction d’un modéle
numériqguement instable a partir de la variable
dynamique z du systéme de Rossler. La trajec-
toire est ejectée a l'infini au voisinage du point
fixe trivial associé au pdle de la fonction F,.
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Chaque série temporelle est constituée de 1000 points échantillonnés avec un pas de temps 6t =
10~2s. Les parametres de reconstruction sont fixés & N, = 100, N, = 20 et N, = 51. Nous avons
alors obtenu un modele en tres bon accord avec le systéme original. Suivant les recommandations
de L. Aguirre et S. Billings [6], nous avons utilisé le diagramme de bifurcation comme outil de
validation de notre modele. Il se révele difficile de distinguer le diagramme original et le diagramme
reconstruit. Afin d’avoir une validation vraiment fine, nous avons vérifié les lois d’échelle mises en
évidence par P. Dutertre [42]. Elles sont au nombre de deux. La premiére est une relation entre
les valeurs a; du parametre de controle pour lesquelles une nouvelle branche monotone apparait
sur application de premier retour [87, 42]. Par exemple, la troisiéme branche monotone apparait
pour as = 0.43295. La loi d’échelle s’énonce

8, = lim Y7L 170 +0.08 (3.39)

i—00 (41 — Oy

ou J, est une constante caractéristique du systéme de Rossler. Cette valeur est identique a celle
obtenue sur le modele reconstruit. La seconde loi d’échelle porte sur les coordonnées en y des points
critiques C; observés sur les applications de premier retour. Elle s’écrit

o = lim L2 YL 1 68+ 0.04 (3.40)
=00 Yit+1 — Yi

ou d¢ est la encore une constante caractéristique du systeme de Rossler. La valeur de cette constante
associée au modele reconstruit est égale a 1.72, soit peu différente de celle du systeme original.
Nous pouvons donc en conclure que le modele reconstruit a capturé avec une tres bonne précision
I’ensemble de la dynamique a partir de la connaissance de quatre régimes dynamiques différents
(quatre valeurs du parametre de contréle a). Le modele reconstruit permet alors de prédire le
diagramme de bifurcation dans son ensemble, c’est a dire de prédire des comportements dynamiques
qui n’ont pas été observés ”expérimentalement”.

Nous travaillons a I’heure actuelle sur 'obtention d’un modele prenant en compte un parametre
de controle de D’électrolyse de cuivre dans de 1’acide phosphorique [85, 62]. Néanmoins, des diffi-
cultés persistent car nous n’avons pas encore parfaitement compris comment devaient étre choisies
les valeurs du parametre de controle. Il semble que les zones ou apparaissent des cycles limites
nécessitent ’observation d’un plus grand nombre de régimes dynamiques alors qu’une observation
d’un comportement chaotique peut suffire & capturer la structure dynamique. Ceci peut se com-
prendre dans la mesure ot un cycle limite visite une région restreinte de ’espace des phases alors
qu’une trajectoire chaotique visite les voisinages d’une grande quantité d’orbites périodiques.

3.2.4 Systémes non-autonomes

Les systemes non-autonomes sont décrits par des champs de vecteurs dépendant explicitement
du temps ¢ & travers action d’une force extérieure F(¢). Ils sont alors de la forme

z= .f(ll‘v Z, u(t)) (341)

ou x € IR™ désigne le vecteur des n variables dynamiques, p € IRP celui des p parametres de
controle et u(t) € IR™ représente la force extérieure. Nous ne considérerons ici que le cas ou la
force extérieure est de la forme

u(t) = F(t) = Acos(wt + ) (3.42)

ou A représente 'amplitude de la force extérieure, w sa pulsation et ¢ sa phase.

Ces systemes non-autonomes peuvent étre considérés comme non isolés du monde ambiant
puisqu’une force extérieure agit sur eux. Nous avons alors & définir un espace des phases dans
lequel la dynamique sera étudiée. Habituellement, les systemes non-autonomes, considérés comme
des systemes de dimension n, sont étudiés dans un espace des phases étendu IR™! en posant
Tn+1 = t.

Ainsi, le systéme de Duffing,
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&+ ai +2° = Acos(wt + ¢) (3.43)

ou a est le taux de dissipation de I’énergie, peut étre réécrit sous la forme d’un systéme d’équations
différentielles ordinaires

= —ay — x> + Acos(wt + @)

{ Ty (3.44)

et est des lors considéré comme un systeme bidimensionnel sur lequel agit une force extérieure de
la forme introduite précédemment. La dynamique de ce systeéme est alors analysée dans ’espace
des phases étendu associé au systéme tridimensionnel [131, 52]

T=y
§ = —ay — 2° + Acos(v) (3.45)
UV=w

rendu ainsi autonome. La phase n’apparait alors plus explicitement : elle devient une condition
initiale du systeme. Pourtant, I’espace des phases étendu ainsi défini n’est pas un espace des phases
stricto sensu puisque le systeme ne possede pas de points fixes excepté le point fixe trivial pour
lequel le temps cesse de s’écouler. Ceci signifie qu’un tel état n’est pas observable puisque nous
sommes incapables d’interrompre le déroulement du temps. Nous devons admettre qu’il semble
difficile que le comportement dynamique se structure autour d’une telle solution conformément
aux résultats de Henri Poincaré selon lequel tout comportement dynamique se structure autour
de points fixes. De plus, 'axe temporel v se développe en tendant vers linfini; la trajectoire
représentative de I’évolution temporelle n’est alors pas bornée (F1a. 3.9). Cette condition est requise
par H. Solari et al [132] pour définir un flot, concept nécessaire & toute analyse des comportements
chaotiques.

Fi1G. 3.9 — Orbite périodique représentée dans un espace des phases étendu.

Le probleme est partiellement résolu en introduisant une réduction de I’espace des phases étendu
en utilisant la période Ty de la force extérieure F(t). Le temps réduit

t* = t(mod Tp) (3.46)

est alors introduit. Il reste que cette période T} est efficace uniquement dans les cas ou la synchro-
nisation de phase est présente entre le sous-syteme et ’oscillateur. Dans les autres cas, abstraction
faite du sous-espace associé a la force extérieure, I'intervalle de temps nécessaire a une révolution
d’une section de Poincaré a elle-méme peut différer de la période T de la force extérieure : ’analyse
est alors trés différente puisque les orbites périodiques sont identifiées d'une maniere tres différenteS.
De maniere a illustrer cette différence, I’évolution de la période de révolution sur le portrait de

SRappelons que les orbites périodiques des systémes autonomes sont définies selon leur périodicité dynamique et
non leur périodicité temporelle, condition beaucoup plus restrictive.
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phases généré par le systeme de Rossler sous ’action d’une force extérieure F' de la forme donnée
relation (3.42) est représentée F1a. 3.10. L’analyse est réalisée dans I’espace tridimensionnel du
systéme de Rossler libre & ’aide d’une section de Poincaré telle que celle difinie relation (2.3). La
pseudo-période est trouvée égale a 5.9 s alors que celle de la force extérieure est de 6.2 s; la période
de révolution peut fluctuer de maniere importante puisque la déviation standard est de l'ordre de
la seconde.
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F1G. 3.10 — FEvolution de la période T, de révolution sur le portrait de phases généré par le systéme

de Rdossler forcé : A=1.0, w = %, a=0.398, b = 2.0 et c =4.0.

Un autre probleme s’ajoute a ceux déja mentionnés : le double statut du temps au sein d’un
champ de vecteurs non autonome. En effet, le temps apparait comme une variable indépendante
(en fait un parametre) sous la forme des dérivées temporelles & = dx/dt et comme une variable
dynamique stricto sensu au sein de la force extérieure cos(wt+¢). La dualité du temps ¢ est la racine
des difficultés lors de l'analyse d’un systeme non-autonome. Ceci est confirmé par une tentative
de reconstruction globale de champ de vecteurs a partir de la variable x du systéme de Duffing :
dans ce cas, malgré une fonction F' dont I'expression dérivée analytiquement est polyndmiale,
assurant théoriquement le succes de la reconstruction, aucun modele n’a pu étre obtenu [85]. Nous
privilégions le role les derivées temporelle. Nous pensons réellement que les sources de cet échec
résident dans le double role du temps et qu’il nous faut privilégier le statut des dérivées temporelles.

Un dernier argument porte sur le fait que nous étudions un systeme non isolé. Ceci se traduit
sous la forme d’une force extérieure dont les processus physiques ne sont pas décrits par le champ
de vecteurs : le temps a du étre introduit pour pallier cette déficience. Il est alors évident que
I’espace des phases n’est pas correctement défini puisque des variables dynamiques nécessaires a la
description complete des phénomenes étudiés ne sont pas prises en compte.

Version non-autonome Version autonome
Observables

possibles

Variable Observables oscillateur ()

mesurée possibles v(t)
L X

oscillateu Sous- ()]
] systtmel— Y(1)

entréeu(t) ()

systéme non-isolé systéme isolé

F1G. 3.11 — Représentation schématique du systeme non isolé et du systeme isolé.

La solution consiste alors a isoler le systeme en considérant le systeme étudié comme le systeme
dynamique constitué du sous-systeme de dimension n et du systeme générant la force extérieure
(F1G. 3.11). Dans notre cas, la force extérieure est solution de I’équation différentielle du second
ordre
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i+ wu=0

(3.47)

qui peut étre réécrite sous la forme d’un systeme de deux équations différentielles ordinaires

{

U="v

2

V= —wu

(3.48)

ot les conditions initiales (ug, vg) définissent amplitude A de la force extérieure et sa phase ¢. Le
systeme de Duffing isolé est alors un systeme de dimension quatre régi par le champ de vecteurs

suivant :
T=1y
. 3
Yy=—ay—z° +u
(3.49)
U="v
v = —w?u

Le comportement asymptotique est
représenté Fi1G. 3.12 pour l’ensemble
des conditions initiales suivant :

Ty = 3.0
Yo = 4.0
(3.50)
ug = 7.5/w
Vo = 0.0 = "2
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F1G. 3.12 — Projections planes du semi-attracteur de
Duffing plongé dans un espace de dimension 4.

Nous constatons que la principale conséquence de cette approche des systemes non-autonomes
est que ce qui était considéré comme parametre de controle, 'amplitude A de la force extérieure, est
en fait une condition initiale. Ceci est important & réaliser car ce que I'on considere habituellement
comme des diagrammes de bifurcation [52] n’en sont pas puisqu’ils correspondent & des transitions
de comportements a d’autres sous 'effet du changement de conditions initiales. Nous notons que
nous ne pouvons pas parler d’attracteurs puisque les phénomenes physiques générant la force
extérieure sont conservatifs. De ce fait, pour chaque couple (ug, vg) de conditions initiales, il y a un
comportement dynamique différent. Ceci est trés probablement a ’origine des diagrammes plutot
complexes observés sur les systémes non-autonomes [52]. Cette approche permet d’émettre une
hypotheése concernant la difficulté de reproduction des diagrammes de bifurcation sur certaines
expériences. En effet, la phase de la force extérieure est trés rarement controlée impliquant des
transitions d’un semi-attracteur” & un autre. Des études plus poussées sont en cours de réalisation

96, 97].

3.3 Applications expérimentales

Les principales applications expérimentales que nous avons étudiées portent sur des réactions
chimiques. La premiere est une électrolyse de cuivre dans de ’acide phosphorique. La seconde est
la réaction de Belousov-Zhabotinskii. Si la premiere se présente comme un cas test expérimental
de choix par la qualité des données expérimentales et la simplicité de la dynamique, la seconde
offre un exemple de dynamique non triviale dont I’analyse demande un peu de tenacité, de la son

intérét particulier.

"Nous utilisons cette terminologie afin de bien mettre en évidence le fait que certaines variables dynamiques sont

associées a des processus dissipatifs tandis que d’autres décrivent des processus conservatifs.
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3.3.1 Electrolyse du cuivre

De nombreuses expériences d’électrochimie génerent des oscillations dont la nature chaotique
est maintenant largement étudiée [68, 13, 14, 76]. Nous étudierons ici I’électrolyse du cuivre dans de
lacide phosphorique (H3POy,). La route vers le chaos de cette réaction provient d’une bifurcation
de Hopf suivie d’une cascade de doublements de période [8]. Comme 'ont étudié P. Coullet et C.
Tresser [34] et M. Feigenbaum [46], le comportement chaotique qui suit cette cascade est caractérisé
par une application de premier retour unimodale dont la structure bien connue a été étudiée au
chapitre précédent. Précisons que ce scénario est celui qui est suivi par le systéme proposé par O.
Rossler en vue de modéliser les comportements observés sur des systemes chimiques.

électrode de
référenﬁ
- 1.40

115

vers la cathode

baton de cuivre

0.90 |

cylindre ||

de téflon 0.65 ¢

cylindre de
be e
platine

H3PO, 4 20 C
85% en masse

5
250 300 350 400 450 500 550  60.0
capillaire X

. 7 -
Bécher de 500 ml

Fic. 3.13 - DMontage expérimental de
Uélectrolyse de cuivre dans de [l'acide phos-
phorique réalisé par Z. Fei et J. Hudson.

Fic. 3.14 — Projection plane de lattracteur
chaotique généré par l’électrolyse du cuivre.

L’électrolyse du cuivre dans de ’acide phosphorique est étudiée a partir de la mesure du cou-
rant traversant une électrode de référence. Le montage expérimental est composé d’une électrode
constituée d’un cylindre de cuivre en rotation dont le diametre est de 8.26 mm, plongé dans un
cylindre de Téflon de 2em de diametre. La vitesse de rotation est maintenue & 4400 rad.mn~!. Une
bande de platine cylindrique est placée autour du disque comme électrode afin de maintenir un
potentiel uniforme. L’ensemble est dans une cuve de 500m! contenant 250m! d’acide phosphorique
a 85%. Un bain marie est utilisé pour maintenir la température constante a 20°C.

La série temporelle est constituée par la mesure de I'évolution temporelle du courant I(t)
circulant dans les électrodes. Nous ne considérons que le comportement asymptotique. Fidele a
nos habitudes, nous utilisons les coordonnées dérivées pour reconstruire l’espace des phases, ici
inaccessible a la mesure. L’estimation de la dimension de corrélation Dy a 1’aide d’un algorithme
du type Grassberger-Procaccia [63] nous indique qu’elle est égale a 2.3 4+ 0.2. Nous utiliserons donc
un espace tridimensionnel, défini par le systéme de coordonnées suivant :

X=1
Y =1 (3.51)
Z=1

Une projection plane du portrait de phases directement reconstruite a partir des données expérimentales
est représentée F1G. 3.14.

L’attracteur chaotique obtenu est analysé par I'intermédiaire d’une section de Poincaré. L’appli-
cation de premier retour (FIG. 3.15) est unimodale comme le suggérait la cascade de doublements
de période. La partition de I'attracteur implique donc deux zones de topologies différentes. Dans
ce cas, la dynamique est triviale puisqu’elle est associée a une dynamique du type ”fer-a-cheval” de
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Fi1G. 3.15 — Application de premier retour uni-

S . .. F1c. 3.16 — Plan symbolique caractéristique de
modale associée a la dynamique de ’électrolyse

) la dynamique de l’électrolyse du cuivre.
du cuivre.

Smale sans torsion globale. Le plan symbolique est calculé : nous trouvons que le front d’élagage
n’est pas correctement défini par une ligne droite (F1G. 3.16). Ceci ne semble pas correspondre a
une dynamique unimodale.

Le front d’élage a pour coordonnée zp = 0.9250 impliquant, comme séquence principale, la
séquence associée a l'orbite de période 6 dont la séquence orbitale est (100110). Néanmoins, nous
remarquons qu’une zone comprise entre rg = 0.8420 et xp est peu visitée par la trajectoire chao-
tique. Ceci est clairement mis en évidence en calculant la probabilité de visite de la section de
Poincaré. Une telle quantité est appelée la densité naturelle invariante [110] et nous la notons p(y).
Elle indique la fréquence de visite d’un intervalle donné de la section de Poincaré. Elle se présente
donc sous la forme d’un histogramme. Sur un systeme théorique comme le systéme de Rossler,
la densité invariante permet d’identifier I’orbite associée a la séquence principale. En effet, cette
orbite périodique est la derniere a étre apparue soit par bifurcation nceud-col, soit par doublement
de période®. Elle est donc stable alors que toutes les autres orbites périodiques sont instables. De
ce fait, la trajectoire chaotique passe plus de temps au voisinage de cette orbite périodique qu’au
voisinage des autres, créant des pics sur la densité invariante p(y). Nous avons représenté a titre
d’exemple, la densité invariante du systeme de Rossler pour a = 0.422, valeur correspondant a la
séquence principale (100110) (F1G. 3.17). Elle se révele tres différente de la densité invariante cal-
culée sur les données de I’électrolyse de cuivre (F1G. 3.18) qui présente des extrémités évanescentes :
aucun pic n’est réellement distinct. Tout laisse a penser que cette diffusion de la structure de la
densité invariante naturelle résulte de la présence d’un bruit dynamique de nature gaussienne dans
les données expérimentales sur lequel nous reviendrons.

A partir de la série temporelle constituée de 300 000 points, une reconstruction globale de
champ de vecteurs est obtenue avec les parametres de reconstruction suivant : IV, = 300, N, = 14,
N¢p = 52. Les dérivées sont estimées a partir d'un polynéme calculé localement sur une fenétre de
216t. L’intégration du modele reconstruit génere la trajectoire chaotique dont une représentation
plane est donnée FiG. 3.21. Cet attracteur chaotique est lui aussi caractérisé par un patron type
”fer-a-cheval” sans torsion globale [90]. Néanmoins, la population d’orbites périodiques differe
légerement de la population observée sur 'attracteur reconstruit directement a partir des données
expérimentales. En effet, la densité naturelle invariante p(Y;) posséde & nouveau une structure
en pics caractéristique d'une dynamique chaotique et met en évidence le couple (10113) d’orbites
périodiques dernierement apparues par bifurcation nceud-col (Fia. 3.19). La dynamique est donc

8En toute rigueur, ceci n’est vrai que pour les systémes dont la dynamique est unimodale. Dans les autres
cas, d’autres bifurcations peuvent étre impliquées. De plus, il peut co-exister plusieurs orbites stables; la densité
invariante présente alors une structure plus complexe puisque plusieurs séquences principales sont impliquées.
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Fia. 3.19 — Densité invariante calulée pour le
modeéle reconstruit de [’électrolyse du cuivre.
La séquence principale est (10110).

Fia. 3.17 — Densité invariante calculée pour le
systeme de Rossler lorsque la séquence princi-
pale est (100110). (a = 0.422).
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Fia. 3.20 — Densité invariante calulée pour le
systeme de Réssler (a = 0.401) bruité multi-
plicativement.

F1G. 3.18 — Densité invariante calulée pour le
régime chaotique de I’électrolyse de cuivre.

légerement moins développée que celle observée directement a partir des données expérimentales.
Tout se passe comme s’il n’y avait pas de bruit dynamique au sein de notre modele, ce qui est en
fait implicite puisque qu'un bruit ne peut étre modélisé par un systeme d’équations différentielles

de basse dimension?.

De maniere a vérifier notre hypotheése, nous bruitons multiplicativement le systeme de Rossler,
pour une dynamique caractérisée par une séquence principale égale & (10110) (soit a = 0.401),
a l'aide d’un bruit gaussien avec un rapport signal/bruit de 44 dB. La densité naturelle in-
variante alors obtenue est représentée FiG. 3.20. Nous retrouvons une densité invariante aux
extrémités évanescentes comme nous ’avions observé sur la densité calculée a partir des données
expérimentales (F1G. 3.18). Nous pouvons donc en conclure que le modeéle reconstruit capture la
composante déterministe de la dynamique en filtrant la composante stochastique. La technique
de reconstruction globale de champ de vecteurs peut ainsi permettre d’extraire la composante
déterministe d’'une dynamique complexe, au moins sous certaines conditions.

Nous venons d’analyser le modele reconstruit générant la trajectoire chaotique représentée
F1a. 3.21. Nous avions précisé que la qualité de la reconstruction dépendait de parametres de recons-
truction. Ceux-ci sont déterminés a ’aide d’une fonction d’erreur [85] qui permet de sélectionner
des ensembles de parametres fournissant un modeéle reconstruit numériquement stable. Il existe
généralement plusieurs ensembles associés a des modeles stables. Nous pouvons alors étre confrontés
a des modeles générant des comportements qui peuvent sembler tres différents. A titre d’exemple,
nous avons obtenu un second modele pour les parametres de reconstruction suivants : N, = 470,
N, = 61, N, = 51. Le modele reconstruit génere alors un cycle limite de période 6 dont la séquence
principale est (100110) (F1a. 3.22). Etant donné que la séquence principale sur I'attracteur chao-
tique (F1a. 3.21) est (100110), le modele reconstruit est en fait tres proche de celui générant le
comportement chaotique. Ainsi, une petite variation des paramétres de reconstruction implique une
petite variation d’un des parametres de controle du systéme étudié.

9Nous suivons ici 'approche de R. Thom [136] selon laquelle le bruit résulterait d’'une dynamique déterministe
de haute dimension. Le caractére stochastique provient de notre incapacité & appréhender tous les processus res-
ponsables de ce bruit.
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reconstruit. N, = 295, Ng = 14, N, = 52. pour N, = 470, N, = 61, N, = 51.

3.3.2 Réaction de Belousov-Zhabotinskii

R. J. Field et al [47] ont publié en 1972 une analyse du comportement oscillant de la réaction
de Belousov-Zhabotinskii. Depuis, de nombreuses équipes ont largement étudié la nature de ces
oscillations [66, 123, 67, 10, 11]. La réaction de Belousov-Zhabotinskii se réalise dans un réacteur

ouvert de 27 ml continument alimenté en trois especes chimiques :
1) premiere espece :  [NaBrOsz] = 7.5 1073 mol.1™!  [H350,]=1.5N

2)  seconde espece : [CH2(COOH)3] = 0.15 mol.l™  [H2S504]=1.5N
3) troisitme espece :  [Cez(S04)3] =5 107 mol.I™!  [H50,]=1.5N

Ces trois flux sont maintenus approximativement égaux a l'aide d’une pompe péristatique. Le
débit & travers le réacteur (¢) joue le réle de parametre de contréle; il est fixé & 0.130 ml.mn~—!.
La solution est agitée a une vitesse de 600 rad.mn—1 et la température est maintenue constante a
41°C. La dynamique de cette réaction est étudiée par I’enregistrement de ’évolution temporelle de

la concentration en Ce*t (FiG. 3.23).

90.0 F 3

—10.0 b 3

-110.0¢ E
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-2100F E

A
10000 20000 30000
t (3

F1G. 3.23 — Série temporelle de I’évolution de la concentration en Ce*™.

-310.0
o]

Nous pouvons remarquer que la série temporelle présente des oscillations de grandes amplitudes
suivies de petites oscillations. Ce comportement est caractéristique des trajectoires homoclines
décrites par L. Silnikov [128]. Nous les avons déja rencontrées sur le systeme de Rossler. Parce
qu’elles se développent au voisinage d’un point fixe noeud-col, ces trajectoires sont relativement
délicates a analyser ; d’autant plus que nous utiliserons ’approche topologique plutot que ’approche
introduite par L. Silnikov [128, 11].

Nous commengons notre analyse par une reconstruction de lespace des phases (F1G. 3.24)
directement a partir des données expérimentales constituées par une série temporelle de 86 000



3.3. APPLICATIONS EXPERIMENTALES 61

75
50.0 .
50[ ]
25 [ .
5 -50.0 ]
00Ff .
> B ..
> -1500F o ‘1 ]
251 b )
N
1
_50 |- -
-250.0 - "&n“ w .. 1
—75[ ] % .
2100 ‘ ‘ ‘ ‘ -350.0 ‘ ‘ : .
50,0 22500 1500 500 0.0 ~350.0 -250.0 -150.0 -50.0 50.0
Y,
X f

FiGc. 3.25 — Application de premier retour a
une section de Poincaré construite sur l’espace
des phases reconstruit o partir des domnées
expérimentales.

F1G. 3.24 — Projection de l’espace des phases
construite sur les coordonnées dérivées a par-
tir de la série temporelle expérimentale.

points. Les dérivées sont estimées apres un lissage de la série temporelle ; I’échantillonnage un peu
faible et la présence non négligeable de bruit ne nous permet pas de passer outre cette opération.
La dimension de P'espace des phases est supposée égale & 3. En effet, G. Mindlin et al [107, 108]
ont montré que la dynamique de la réaction de Belousov-Zhabotinskii pouvait étre plongée dans
un espace tridimensionnel pour des conditions opératoires différentes et P. Richetti et al [121]
ont utilisé un systeme de trois équations différentielles ordinaires pour modéliser le comportement
homoclinique observé sur les données expérimentales de notre étude. De ce fait, nous utilisons un
espace des phases défini par la série temporelle X (t) = [Ce** (t)] et ses deux premieres dérivées,
V=XetZ=X.

Une application de premier retour a une section de Poincaré est construite : deux branches
monotones relativement peu définies sont mises en évidence (F1G. 3.25). Cette absence de définition
rend peu aisée la construction d’un patron & partir de l'attracteur reconstruit (FiG. 3.24). Ceci
est di au grand nombre d’intersections survenant au voisinage du point fixe. La détermination
de leur signe est rendue délicate en raison du bruit perturbant la trajectoire. Malgré cela, apres
avoir calculé les nombres de liaisons de plusieurs couples d’orbites périodiques, il semble que la
dynamique soit caractérisée par un patron dont la matrice de liaisons s’écrit de la maniere suivante :

Nous ne pouvons étre tres affirmatif sur cette caractérisation topologique car la série temporelle
utilisée ne nous offre que deux cent pseudo-périodes ce qui se révele étre un peu juste pour une
extraction correcte de la population d’orbites périodiques. Nous ne pouvons donc pas vérifier de
maniere tres efficace une grande quantité de nombres de liaisons.

Nous avons obtenu un modele reconstruit doté d’une fonction F constituée de 56 monomes.
L’intégration de ce modele génere le portrait de phases représenté F1G. 3.26. Nous avons superposé
ce portrait de phases reconstruit a celui directement obtenu a partir des données expérimentales.
Nous constatons que le modele reconstruit modélise correctement les oscillations dont I’amplitude
n’est pas trop importante. Par contre, les oscillations de tres grande amplitude ne sont pas re-
produites. A I'heure actuelle, nous ne savons pas exactement si cette défaillance de notre modele
provient du fait que ces oscillations aux grandes amplitudes qui interviennent au début de la
série temporelle doivent étre associées & un régime transitoire’® ou bien si ces grandes amplitudes

10Dans ce cas, le modele peut ne pas reproduire ces comportements car l’espace des phases n’est pas nécessairement
le méme que celui du comportement asymptotique [130]. En effet, des processus physiques différents peuvent étre
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par intégration du modéle reconstruit su- Fia. 3.27 — Application de premier retour a
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lations de moyenne amplitude des données des phases généré par le modéle reconstruit.
expérimentales.

nécessitent une fonction F d'une autre forme (plus de monomes'?).

L’application de premier retour (F1G. 3.27) est constituée de trois branches monotones. L’at-
tracteur doit donc étre divisé en trois zones de topologies distinctes. La dynamique de la réaction
de Belousov-Zhabotinskii en situation homocline est donc plus complexe que celle étudiée par G.
Mindlin et al [107, 108]. La structure de la trajectoire générée par le modele reconstruit est beau-
coup plus explicite que celle associée aux données expérimentales. Ainsi, nous avons pu dressé un
patron dont la matrice de liaisons s’écrit :

0 -1 -1
-1 -1 0

L’avantage du modele reconstruit est qu’il nous permet de générer un grand nombre de pseudo-
périodes, ce qui permet une extraction tres précise des orbites périodiques. Nous avons calculé
plusieurs nombres de liaisons qui ont tous été trouvés en accord avec ceux prédits par le patron.

Suivant 'approche de Richetti al [121], deux points fixes sont requis pour modéliser un tel
comportement. L’un autour duquel les trajectoires homoclines se développent et ’autre qui pilote
le repliement des trajectoires comme sur le systéme de Rossler [87, 95]. Nous envisageons donc de
réduire notre modele en imposant a la fonction F' de ne présenter qu'un nombre limité de points
fixes. L. Aguirre et S. Billings [6] donnent un certain nombre de régles pour simplifier les modeles
reconstruits a partir des propriétés des points fixes.

impliqués dans un régime transitoire et ne plus ’étre apres stabilisation de la dynamique : les variables nécessaires
a la description des phénomenes peuvent donc ne plus étre les mémes.

7] n’est pas impossible qu’un modele de dimension supérieure soit requis pour modéliser ces oscillations de grande
amplitude : des processus physiques supplémentaires peuvent étre impliqués.
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Une analyse des points fixes du modele recons-
truit, réalisée par H. Labro, révele cinq points
fixes. En raison de la structure du modele
reconstruit, les coordonnées en Y et Z sont
nulles. Les coordonnées en X sont les sui-
vantes :

X; =—0.2111002
Xy = —0.1273600
X3 =—0.0145919
X4 = 0.0596228
X5 = 1.0208540

(3.54)

Les points fixes sont représentés Fic. 3.28.
Comme nous pouvons le constater, la
corrélation entre la structure du portrait de
phase et la localisation des points fixes n’est
pas évidente.
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Fia. 3.28 — Localisation des points fizes du
modele reconstruit : il apparait évident que
leur nombre peut étre réduit.
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Chapitre 4

Applications aux Sciences Pour
I’Ingénieur

4.1 Combustion turbulente

4.1.1 Le moteur a quatre temps

Le moteur a combustion interne devint une réalité pratique vers les années 1860 : a cette époque,
il n’y avait pas de phase de compression avant la combustion. Le premier moteur commercialisable
fut construit par J. J. Lenoir (1822-1900). Le carburant, du gaz, et lair étaient injectés dans le
cylindre durant la premiere demi-course du piston. La combustion du mélange était alors initiée
avec une bougie, la pression augmentait, et les gaz brulés délivraient la puissance au piston pour
la seconde demi-course du piston. Le cycle était complété par un cycle de vidange. Pres de cing
mille exemplaires de ces moteurs furent vendus entre 1860 et 1865. Leur puissance pouvait étre de
six chevaux.

Par la suite, un moteur atmosphérique, utilisant la pression résultant de la combustion du
mélange essence-air pour accélérer le mouvement d’un autre piston libre et générer un vide dans le
cylindre fut introduit par Nicolaus A. Otto (1832-1891) et Eugen Langen (1833-1895). La pression
atmonsphérique pousse alors le piston. Une soupape contrélait I'injection du mélange, I'initiation
par une flamme de gaz, et I’échappement. De maniere a réduire le poids et accroitre 'efficacité de
la combustion, N. Otto proposa un moteur dont le cycle était divisé en quatre phases : une phase
d’admission du mélange, une phase de compression avant ’allumage, une phase de combustion et
finalement une phase d’échappement. Ce prototype fonctionna en 1876. En 1890, pres de cinquante
mille de ces moteurs furent vendus en Europe et aux Etats-Unis.

L’objectif d’'un moteur thermique est de produire de 1’énergie mécanique a partir de ’énergie
chimique contenue dans un carburant. Dans le cas des moteurs a combustion interne, 1’énergie
est dégagée par combustion ou oxidation d’un carburant a l'intérieur du moteur. Le mélange air-
carburant avant la combustion et les produits brilés apres la combustion constituent le fluide
intervenant dans ce processus. Le rendement 7 est la caractéristique essentielle du degré de per-
fectionnement d’un moteur. La valeur du rendement thermodynamique dépend naturellement des
transformations subies par I’agent moteur pendant le cycle moteur. Le cycle de rendement ther-
modynamique maximal a été défini par Sadi Carnot. Il est constitué par deux transformations
adiabatiques réversibles : son rendement dépend uniquement des températures des deux sources
de chaleur :

n=1- (4.1)

ou T est la température de la source froide et Ts celle de la source chaude.
Mais quel que soit le moteur thermique, le cycle thermodynamique théorique caractérisant
son fonctionnement comporte des transformations différentes de celles du cycle de Carnot et son
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rendement sera inférieur, ou tout au plus égal a celui-ci. C’est en 1884 que Alphonse Beau de
Rochas (1815-1893) découvrit les principes du cycle & quatre temps (F1G. 4.1). Beau de Rochas
donnait également les conditions sous lesquelles une efficacité optimale pouvait étre obtenue avec
un moteur a combustion interne : les quantités suivantes doivent étre les plus grandes possibles

— Le volume du cylindre avec une surface minimum

— La vitesse de fonctionnement

— Le rapport de compression

— La pression en début de compression
Les deux premieres assurent le minimum de pertes de chaleur. La troisieme condition signifie que
plus grande est la pression apres la combustion, plus grand est le travail fourni et la quatrieme que
des pressions élevées assure un meilleur transfert du travail fourni. En réalité, un moteur thermique
travaille selon un cycle réel qui est a son tour différent du cycle thermodynamique théorique (FIG.
4.1). Ce dernier serait réalisable dans des installations idéales ol les transformations thermiques
s’accompliraient sans aucune perte d’énergie. Cela est évidemment impossible et les cycles réels
subissent des modifications dues aux imperfections inévitables des moteurs réels.

3 oo,
P 3 &~ Fin de combustion 5
281 8 a,
B Aay
f vVa,.
2-3 Combustio
3-4 Détente des gaz réels g 18 - Propagation du front de flamme 1
e Devel initial
= eveloppement initial
b 8r . Detente b
1-2 Compressi 4
5-1 Admission du méla 5 1
- 1 2 L L L L L
4-5 Echappement des gaz brilés 0 100 200 300 400 500 600
§ V() (cm)
\%

Fic. 4.2 — Diagramme PV caractéristique du
moteur étudié pour le groupe Peugeot SA. Plu-
steurs cycles sont représentés : la dispersion
des trajectoires est représentative de la disper-
ston cyclique.

Fia. 4.1 — Cycle théorique du moteur a quatre
temps proposé par Beau de Rochas.

Le moteur a pistons a allumage commandé tire son énergie de la combustion de gaz qui sont em-
prisonnés dans le cylindre apres fermeture de la soupape d’admission. Auparavant, le combustible
est prémélangé avec le comburant (air). Une fois le mélange admis dans le cylindre, il est comprimé.
Suite a la phase de compression, qui s’accompagne d’un échauffement des gaz, le mélange est en-
flammé par une étincelle produite par une bougie électrique. La combustion se déroule alors sur
environ quarante degrés vilebrequin et est approximativement centrée sur le Point Mort Haut. De
ce fait, la combustion est déclenchée environ vingt degrés avant le point mort haut : c’est I’avance
a lallumage.

La nature de la combustion dépend de différents parametres. Parmi ceux-ci, quatre sont parti-
culierement importants : ’avance a I’allumage, la richesse ¢, la durée de la combustion et la charge
du frein appliquée sur ’arbre moteur. La richesse est un nombre sans dimension qui quantifie
I’écart a la stoechiométrie, c’est a dire ’écart a une combustion totale. Un mélange est dit riche si
la richesse est supérieure a 'unité, il est dit pauwvre lorsque la richesse est inférieure.

Dans I’hypothése ou le mélange enfermé dans le cylindre est constitué d’un prémélange d’air et
de gaz relativement homogene, 1’étincelle électrique, qui se produit pres d’une paroi du cylindre,
va initier la propagation d’une flamme de prémélange dans le milieu gazeux. La vitesse de com-
bustion est caractérisée par la vitesse de ce front de flamme dans le cylindre. Si le gaz contenu
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dans le cylindre est au repos et parfaitement homogene, la flamme se propage de maniere isotrope
et se développe selon une forme hémisphérique tant que les parois latérales ne la perturbent pas
(F1G. 4.3.a). La flamme divise alors la chambre de combustion en une zone de gaz brilés et une
zone de gaz imbriilés qui sont souvent considérés comme étant & la méme pression [31, 30]. C’est ce
qui se passe approximativement pour des moteurs a tres faible vitesse de rotation, mais pour des
moteurs rapides, I'entrée des gaz par la soupape d’admission et la remontée du piston provoquent
des mouvements et des remous du mélange qui n’ont pas le temps de se calmer avant que 1’étincelle
ne se produise. La flamme du mélange se propage alors en milieu turbulent ou des inhomogénités
peuvent apparaitre. Lorsque la taille des remous est plus grande que ’épaisseur de la flamme, le
front de flamme présente une structure plissée (FIG. 4.3.b). La production de flammes plissées est
due aux mouvements de convection turbulente. Un tel phénomene est indipensable au fonctionne-
ment normal des moteurs en régime élevé [19] puisque la structure plissée impose une vitesse de
propagation plus grande.

Front de flamme Front de flamme
a différents instants a différents instants

[l (ol

) Propagation dans un milieu ho- (b) Propagation dans un milieu ho-
mogene sans turbulence mogene turbulent

Fi1G. 4.3 — Aspect du front de flamme suivant l’état du mélange.

Pour I'analyse des processus internes de combustion dans un moteur & allumage commandé, le
diagnostic principal est fourni par la mesure de 'histoire de la pression cylindre. A partir de cette
quantité physique, quatre autres quantités sont tres souvent utilisées :

— la pression maximale Pj; atteinte au cours du cycle de combustion,

— l’angle vilebrequin 63, pour lequel la pression maximale est atteinte,

— la Pression Moyenne Indiquée (PMI) au cours d'un cycle donné et

— la fraction de masses briilées au point mort haut plus dix degrés vilebrequin
Nous utiliserons plus particulierement la PMI définie par la relation

720°
PMI = / pe (4.2)
0=0° Va

ou dVj est la variation du volume & un angle vilebrequin € donné et Vj est le volume déplacé. La
PMI résultant d’une intégration sur ’ensemble du cycle moteur, elle fournit une vision globale de
la combustion au cours du cycle moteur.

L’un des problemes essentiels rencontrés dans la combustion turbulente survenant dans les
moteurs automobiles est la dispersion cyclique. En effet, de nombreux facteurs entrent en jeu dans
les conditions de combustion et il n’est pas toujours bien établi quels sont les parametres de controle
dont l'influence est cruciale sur la qualité de la combustion et de nombreux travaux sont encore
réalisés afin de mieux comprendre comment controler 'efficacité de la combustion lors du cycle
moteur.

Les variations de cycle a cycle de ’évolution de la pression & l'intérieur du cylindre constituent
un phénomeéne important qui fait 'objet de nombreuses études par les motoristes [113] [12]. Dans
son livre [65], J. Heywood identifie trois facteurs principaux responsables des variations de cycle a
cycle : 'aérodynamique dans le cylindre durant la combustion, la quantité d’essence, d’air et de gaz
de brilés introduite dans le cylindre et la composition du mélange principalement au voisinage de la
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bougie. Ces facteurs contribuent a la dispersion cyclique de manieres différentes. L’aérodynamique
des gaz et la composition du mélange au voisinage de la bougie juste avant 'initiation déterminent
la croissance du noyau de flamme durant la phase d’initiation [78]. La maniére dont la flamme est
plissée peut produire des variations de la propagation de la flamme et, par conséquent, affecter le
taux de combustion [141, 105, 119].

La combustion des gaz dans le cylindre peut étre vue comme un systéme dynamique et peut
donc étre analysée a l’aide de concepts développés au sein de la théorie des systemes dynamiques.
Ainsi, J. Kantor [73] a suggéré que les causes réelles des variations pouvaient étre générées par
une dépendance non linéaire entre les maxima de température et de pression au cours d’un cycle
et les conditions initiales au début du cycle. Plus récemment, J. Daily [38] a illustré la dispersion
cyclique comme la conséquence d’un processus de cinétique chimique dont la dynamique pourrait
étre chaotique. Un autre modele, plus intéressant, a été proposé par C. Daw et al [39] pour expliquer
les interactions entre les fluctuations de nature stochastique des petites échelles de I'aérodynamique
et une dynamique déterministe non linéaire associée aux processus de combustion.

4.1.2 Espace des phases

Comme toujours, ’analyse débute par une reconstruction de l'espace des phases a partir d’une
série temporelle. Cette derniere sera constituée par ’évolution de la pression cyclindre en fonction
de ’angle vilebrequin habituellement utilisé pour la paramétrisation de la dynamique des moteurs
a allumage commandé. Nous utiliserons donc ’espace des phases reconstruit sur les coordonnées
dérivées : notons que, dans ce cas, ce sont les dérivées angulaires et non les dérivées temporelles
qui sont calculées, bien que ceci n’ait aucune conséquence dans la suite de I'analyse (’angle peut
étre considéré comme un temps reparamétrisé).
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(a) COmbustion avec: une fgikle dispersion cyclique, (b) COmbustion avec unepgiaRfe dispersion cyclique,
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Fi1G. 4.4 — Portions de séries temporelles et projections planes des espaces reconstruits. La déviation
standard relative COVpy\r de la Pression Moyenne Indiquée est précisée.

Le premier écueil survient dans l’estimation de la dimension possible de 1’espace des phases
associé a la combustion dans un moteur atmosphérique. En effet, nous avons déja précisé que le
théoreme de Takens [135] présentait une certaine pertinence si la variable utilisée contenait toute
I'information nécessaire a la description complete du systeme étudié. Or il apparait que la variable
dynamique utilisée pour 1’étude de la dynamique d’un moteur, en I’occurrence la pression cyclindre
Py, ne contient pas d’information sur I’ensemble des processus mis en jeu dans la combustion. Elle
constitue une grandeur globale sur ’ensemble du cylindre et, par conséquent, ne permet pas de
définir des grandeurs locales comme la richesse du mélange au voisinage de la bougie, 1’état de
l’aérodynamique, etc. L’espace reconstruit a partir de la pression cylindre ne peut d’ores et déja
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pas étre équivalent a l’espace des phases original, plus que jamais, inaccessible a la mesure. De
ce fait, un calcul de dimension, hormis les problemes rencontrés numériquement, se révele de peu
d’intérét. Ceci est renforcé par le fait qu’un état du systeme constitué par le moteur est caractérisé
par la pression, la température, les fractions de masse des especes chimiques mises en jeu dans la
cinétique de combustion, ... et un nombre indéfini de variables aérodynamiques'. La dimension de
I’espace des phases est telle que la connaissance de cet espace ne permet aucune analyse pratique...
la dimension 4 nous posant déja de nombreux probléemes!

Nous nous contenterons donc d’utiliser des projections tridimensionnelles de ’espace recons-
truit. Nous n’affirmons en aucun cas que cet espace est équivalent a 1’espace original. Tout ce que
nous affirmons est que ces projections sont représentatives de certains processus de la
combustion durant le cycle moteur. Notre objectif sera alors de tenter d’identifier ces processus
et de comprendre comment ils dépendent les uns des autres. Les projections seront donc définies
sur les variables suivantes :

X = P(0)
dpP

Y=—o (4.3)
2P

7=
dh?

Des reconstructions sont représentées pour deux ensembles de valeurs des parametres de controle
(F1G. 4.4). Comme le confirment les calculs de déviation standard relative de PMI, la dispersion
cyclique des trajectoires est nettement corrélée a la dispersion de la PMI. Les trajectoires ainsi
reconstruites sont donc représentatives de la qualité de la combustion. Nous remarquons que ces
variations apparaissent sur une zone bien définie du portrait de phases reconstruit : celle associée
avec la phase de combustion. Au dela, les trajectoires sont toutes confinées autour d’une trajectoire
moyenne : seuls des effets aérodynamiques sont mis en jeu. La pression cylindre ne permet donc
pas de quantifier les fluctuations, d’un caractere plutot local, de I'aérodynamique au cours de
I’admission et de I’échappement des gaz.

D’un point de vue modélisation, ceci a une conséquence importante : étant donné que deux
trajectoires dont les futurs different peuvent étre localisées & un méme point de ’espace des phases
reconstruit, le principe du déterminisme est violé. Suivant le théoreme de Takens, il suffirait d’aug-
menter la dimension pour déplier la dynamique, mais 'intervalle angulaire sur lequel apparait ce
que nous pouvons appeler une tangence est suffisamment important pour que des dérivées d’ordre
relativement élévé restent égales. Il n’est donc pas possible en pratique de séparer ces trajectoires
en augmentant la dimension de 'espace reconstruit. De fait, le seul modele qui a pu étre recons-
truit génere un cycle limite (F1G. 4.5), seule possibilité de satisfaire au déterminisme lorsque deux
trajectoires sont confondues ('orbite périodique).

Cette absence de structure déterministe de basse dimension est retrouvée par la construction
d’une application de premier retour : un nuage de points est obtenu [99]. Plusieurs hypotheses

De plus, elle correspond, dans une certaine mesure, aux résultats de simulations numériques
(F1G. 4.7) obtenues par C. Daw et al [39] & 'aide d’un modele simple dans lequel I'aérodynamique
est modélisée par une approche stochastique et les processus de combustion par une dynamique non-
linéaire déterministe. S’il est tres usuel de modéliser des écoulements turbulents par des modeles
stochastiques, il n’est pas clairement établi que les processus de combustion puissent ’étre par
des dynamiques déterministes. Nos premiers travaux sur ’évolution de la pression cylindre vont
néanmoins clairement dans ce sens. En effet, nous avions observé que, lorsque le mélange était
stochiométrique et que le régime moteur n’était pas trop élevé [94], une fois la phase d’initiation
achevée, les trajectoires sont localement paralleles entre elles, véritable signature d’un processus
déterministe. A partir des conditions en fin de phase d’initiation, nous sommes capables de prédire
I’évolution de la pression cylindre sur le reste de la phase de combustion.

LA P’heure actuelle, tous les codes de turbulence ont recours & des modeles stochastiques; en d’autres termes,
et suivant l’approche de R. Thom de ces processus, le nombre de variables nécessaires a la description de ces
phénomenes est trop grand pour étre appréhendé par des modeles déterministes.
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peuvent étre avancées pour expliquer cette ab-
sence de structure déterministe générant la
dispersion cyclique. Actuellement, nous pri-
vilégions le fait que la pression cylindre est
une variable globale sur l’ensemble du cy-
lindre; elle prend ainsi en compte un grand
nombre de processus. En d’autres termes,
son comportement dynamique est piloté par
un grand nombre de processus dont la des-
cription complete nécessiterait un tres grand
nombre de variables dynamiques. La structure
déterministe n’est donc pas identifiable.

Tout ce que nous pouvons maintenant espérer,
c’est que d’un point de vue macroscopique, la
dynamique puisse étre identifiée a un systeme
déterministe, ou au moins a un mélange de
déterminisme et de probabilités comme le
défend I. Prigogyne [117]. Nous devons alors
avoir recours & une variable globale : pour cela,
nous utiliserons une variable intégrée sur ’en-
semble du cycle moteur, la Pression Moyenne
Indiquée (PMI). Lorsqu’une application de
premier retour est construite a l'aide de cette
variable, des structures apparaissent lorsque le
mélange est pauvre (F1G. 4.6).
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Fi1G. 4.6 — Application de premier retour a la
PMI. Cas d’un mélange pauvre, ¢ = 0.8.

dP,/do

1.2

10 ¢ 3

0.8 £ E

05 F 3

0.2 F E

0.0 £ E

-0.2 £ E

-05 ¢ E

-0.8 £ 3

-1.0 £ E

140 16.5

1.2 1 1 1 1
-1.0 15 4.0 6.5 9.0

PB
Fia. 4.5 — Orbite périodique générée par un
modele reconstruit a partir de [’évolution de
la pression cyclindre dans le cas du mélange
steechiométrique.

Il
115 19.0

®,=0.80%,=0.58 ®,=0.60 C,=0.95 6,=0.25 0,=0.35

08 . . eBos P 7

H aott P,

i. . IR

K} Y

'°.‘:. .o .
0.6 ¢ ,
o 04 1
02 ,

sras

01 . . . .

0.1 0.2 0.4 0.6 0.8
Q,

Fia. 4.7 — Application de premier retour
générée par le modéle de Daw et al pour
des conditions opératoires proches de celles
utilisées pour [enregistrement des données
expérimentales.



4.1. COMBUSTION TURBULENTE 71

Néanmoins, des processus physiques jouant un role important dans les variations de cycle-
a-cycle ne sont pas pris en compte dans le modele de Daw et al [101] : ceci implique une sur-
estimation des composantes aérodynamiques dues a I’aérodynamique. Nous travaillons actuellement
a ’élaboration d’un modele plus complet afin d’utiliser des ordres de grandeur corrects. Un tel
modele devrait nous permettre d’identifier quels sont les parametres de contréle influencant la
dispersion cyclique, et de comprendre comment agir sur eux afin de controler celle-ci.

4.1.3 Phases de la combustion

Nous avons vu que le cycle moteur était décomposé en quatre temps. Le cycle de combustion,
typiquement compris entre U'instant d’allumage et la fin de la combustion, peut, lui-aussi, étre
décomposé en quatre phases. Classiquement, ceci est réalisé a I’aide d’un code de calcul de fractions
de masses briilées [134]. Le cycle de combustion se décompose selon

— la phase d’initiation associée a 'intervalle angulaire correspondant a une Fraction de Masses

Brilées (FMB) inférieure & 2% ; cette phase débute avec ’étincelle de la bougie et se termine
par la formation d’un coeur de flamme. Cette phase n’est pas détectée par la pression cylindre
car les énergies mises en jeu n’influencent pas suffisamment la pression dans le cylindre.

— la phase de développement correspond & une FMB comprise entre 2% et 10 % ; durant cette

phase, le cceur de flamme se développe pour devenir un front de flamme.

— la phase de propagation est caractérisée par une FMB comprise entre 10 % et 90 % ; elle est

associée a la propagation du front de flamme a travers le cylindre.

— la fin de la combustion correspond aux 10 % restant de la fraction de masses.

Cette distinction est celle couramment utilisée dans I’analyse des processus de combustion. Précisons
qu’elle repose sur des codes de calcul de fractions de masses briilées utilisant comme entrée
I’évolution de la pression cylindre. Ces codes nécessitent de nombreuses hypotheses sur les pro-
cessus de combustion : notamment, la combustion est supposée isentropique et adiabatique. Les
processus de compression et de décompression sont supposés suivre une loi polytropique

PV? = constante (4.4)

ou l'exposant v = ¢, /¢, est fixé & 1.3 (£0.05) pour les carburants usuels [65]. Il est comparable a
la valeur moyenne de 7, pour les imbriilés durant la phase de compression, mais il se révele plus
grand que ’exposant 7, associé a un mélange de gaz briilés durant la phase de décompression en
raison des pertes de chaleur intervenant aux parois du cylindre. D’autres effets sont également pris
en compte ; une description relativement compleéte peut étre consultée dans le livre de J. Heywood
[65]. Retenons simplement que de nombreuses hypothéses sont faites sur les processus de
combustion pour ’élaboration de ces codes.

De plus, un grand nombre de parametres de controle tels que 'exposant ~y doivent étre fixés pour
le bon fonctionnement des codes de calculs de fractions de masses brilées. Aussi, les dynamiques
mises en jeu au sein de ces codes étant non linéaires, il n’est pas toujours compris comment les
parametres de controle peuvent influencer les résultats. A cela s’ajoute le fait que, lors d’une
expérience, il n’est pas toujours aisé d’accéder simultanément a la mesure de l’ensemble de ces
parametres (température de la téte du piston, température des parois de la chambre de combustion,
température des gaz briilés, pertes de chaleur par les parois, ...).

On comprend donc pourquoi notre démarche s’insere dans le but d’élaborer une technique
d’analyse des processus de combustion sans aucune hypothese a priori sur les processus de com-
bustion. Le début de la combustion est facilement identifié puisqu’il est associé a I’angle vilebrequin
auquel survient I’étincelle produite par la bougie. Il est usuellement exprimé comme une avance a
lallumage A4 relativement au point mort haut. Lors de nos expériences, nous n’avons pas observé
de différence significative entre des cycles moteur sans combustion et des cycles avec combus-
tion avant I’angle d’allumage 6;,;:, en dépit de variations possibles dues aux gaz résiduels dont la
température peut changer le rapport spécifique v, du mélange non brulé. Ceci est illustré Fic. 4.8
ol une trajectoire associée a un moteur en régime entrainé est superposée a une trajectoire cor-
respondant a un régime de combustion ; les trajectoires divergent 'une de ’autre une fois la phase
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Fia. 4.9 — Evolution de la distance entre deux
cycles en fonction de Uangle vilebrequin. Ici,
F1G. 4.8 — Comparaison entre des projec- la fenétre angulaire est fizée égale a 6°.

tions planes des trajectoires associées avec des

cycles moteur d’un régime de combustion et

du régime entrainé.
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d’initiation achevée. Nous notons également que, en raison de l'influence de conditions thermo-
dynamiques différentes (pression, température, fractions de masses, ...) la trajectoire associée au
régime entrainé differe de celle du regime de combustion en fin de cycle moteur, méme une fois la
phase de combustion achevée.

Une fois la phase d’initiation achevée, peu apres 'allumage, la trajectoire differe significative-
ment de la trajectoire correspondant au régime entrainé en raison de l’accroissement de pression
induit par le développement de la flamme. Ajoutée a cela, une dispersion cyclique entre les différents
cycles moteur du régime de combustion apparait lors de la phase de combustion. Cette dispersion
cyclique se réduit pour disparaitre en fin de cycle moteur. D’une certaine maniere, la dispersion
cyclique représente une signature de la phase de combustion, débutant par une divergence marquée
entre les différents cycles et s’achevant par une convergence des uns vers les autres.

Ces propriétés dynamiques nous permettent d’identifier les phases de la combustion jouant
un role essentiel dans la dispersion cyclique sans aucune connaissance a priori sur les processus
de combustion mis en jeu. Ceci est réalisé en associant différents angles critiques aux différents
évenements apparaissant durant un cycle, définis par le calcul d'un tauz de divergence \g a partir
de la série temporelle de ’évolution de la pression cylindre. Ce taux de divergence \g est adapté
de la définition de exposant de Lyapunov [70] aux données de pression cylindre. Il est défini par :

1 al | Xo4s50(1) — Xots0(J)]
2 1% R Xl )

ot Xp(i) désigne la valeur de la pression cylindre & ’angle vilebrequin 6 durant le i®me cycle, dg est
une fenétre angulaire sur laquelle est estimé le taux de divergence (F1G. 4.9) et N est le nombre de
cycles sur lequel le taux de divergence est estimé. Ce taux de divergence peut étre assimilé, dans
Pesprit, a un exposant de Lyapunov local.

La fenétre angulaire est fixée empiriquement a 6°. En deca, des oscillations parasites appa-
raissent lors de I’évaluation de Ag en raison de corruption des données par du bruit de mesure.
Cette valeur de 6° est la plus petite valeur pour laquelle ces oscillations parasites ne perturbent
pas les résultats. L’évolution du taux de divergence est représentée F1G. 4.10 pour des cycles de
combustion et des cycles de moteur entrainé.

Comme nous l'attendions, le taux de divergence )\g est peu différent de zéro pour un mo-
teur entrainé puisque la pression cylindre ne peut déceler des fluctuactions uniquement dues a
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F1a. 4.10 — Taux de divergence \g en fonction de I'angle vilebrequin pour deux ensembles de
conditions opératoires différents. Ag est estimé sur environ 300 cycles.

I'aérodynamique. De ce fait, il n’y a pas de divergence d’un cycle a l'autre, excepté des petites
variations dues au bruit de mesure. Inversement, lorsue la trajectoire est représentative de cycles
de combustion, une large oscillation du taux de divergence sur le cycle de combustion apparait
(F1G. 4.10.b). A partir de la structure de loscillation, quatre angles critiques peuvent étre définis :
I’angle 6 correspondant au début de 1'oscillation,

— l'angle 0\ pour lequel Ay atteint sa valeur maximum,

— l'angle 6, défini par la valeur minimum de \g et

— Og associé a la fin de 'oscillation.

Nous avons assimilé les trois intervalles de 1'oscillation du taux de divergence Ay aux trois phases
usuelles de la combustion. L’intervalle [fg, 0] est associé & la phase de développement, l'intervalle
[OM, Om] & la phase de propagation et l'intervalle [0,,0r] & la fin de la combustion. La phase
d’initiation n’est pas détectée par la pression cylindre et, par conséquent, est définie sur 'intervalle
[04,05] ot 84 est I'angle vilebrequin auquel se produit ’étincelle de la bougie. Nous avons engagé
une validation de ces hypotheéses par une confrontation avec des résultats de code de calcul de
fractions de masses briilées mais, en raison de leur utilisation rendue tres lourde par le nombre de
parametres de controle et leur action, pas toujours tres bien controlées, nous n’avons pu valider
completement nos suppositions.

Néanmoins, a I’aide du taux de divergence, nous avons retrouvé un certain nombre de résultats
bien connus des motoristes [99, 101]. Par exemple, nous avons observé que 'initiation de la flamme
dépend de la richesse du mélange; I'initiation de la lamme est plus rapide lorsque le mélange est
stoechiométrique que lorsqu’il est pauvre. Il en est de méme pour la propagation de la flamme.

Nous avons également utilisé les reconstructions planes des trajectoires entre un régime entrainé
et des cycles de combustion pour mettre en évidence une corrélation tres forte entre les variations
de la Pression Moyenne Indiquée et celles de 'intervalle angulaire associé a la phase d’initiation :
cela plaide en faveur d’une importance prépondérante de cette phase d’initiation dans la qualité
de la combustion et confirme le fait que la qualité d’un cycle de combustion se joue durant cette
phase. Ensuite, tout peut étre prédit a partir de ces conditions initiales (au moins pour de faibles
régimes moteur).

Ces premiers résultats encourageants se pourvsuivent actuellement vers une modélisation de
la dispersion cyclique a l’aide de modeles construits sur une double approche déterministe et
stochastique telle que celle développée par Daw et al, a la seule différence que nous travaillerons
sur la base de la Pression Moyenne Indiquée et non sur la quantité de chaleur dégagée (issue d’un
code de calcul de masses briilées que nous jugeons par trop dépendant des parametres de controle
qui ne sont pas toujours correctement estimés).

4.2 Instabilités de jets

4.2.1 L’atomisation

L’atomisation des liquides est un processus impliqué dans de nombreuses applications indus-
trielles (produits pharmaceutiques) et domestiques (produits ménagers, parfums). Nous avons

720
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abordé précédemment les moteurs thermiques qui, eux aussi, ont recours a ’atomisation pour
la préparation du mélange comburé. Il est maintenant clairement établi que les caractéristiques du
spray? conditionnent fortement la qualité du mélange et, par conséquent, la qualité de la combus-
tion.

Un spray est toujours issu d’un systéme liquide libre, défini par la création d’au moins un
interface, véritable frontiere physique entre la phase gazeuse et la phase liquide. Il peut alors se
manifester des perturbations qui vont déformer la structure de ’écoulement liquide : le systeme
liquide est instable. Parmi ces perturbations, certaines vont croitre pour finalement conduire a la
rupture du systeme liquide en gouttes dont la taille et la sphéricité dépendent de I'injecteur et des
conditions opératoires utilisées.

Les caractéristiques de 1’écoulement liquide sont imposées par ’écoulement qui se développe au
sein méme de I'injecteur. Nous supposerons dans notre étude que 'injecteur est donné et que seul le
processus d’atomisation de l'orifice de sortie de I'injecteur & la rupture en gouttes sera étudié. Les
différentes étapes de la déformation du systeéme liquide sont difficilement dissociables. A partir de
Porifice, I’écoulement liquide évolue librement dans un environnement gazeux dont les propriétés
physiques et cinématiques ont, elles aussi, une influence importante sur la formation du spray.

Nous nous intéresserons donc plus particulierement a 1’évolution des perturbations imposées au
niveau de l'injecteur par un systeme d’excitation; nous suivrons ainsi la relaxation de ces oscil-
lations forcées et la croissance de perturbations pouvant étre initiées par l'interaction liquide/gaz
ou par la structure interne de 1’écoulement liquide. De la compétition résultant du réseau de
forces et d’échanges d’énergies de ces perturbations nait la croissance de certaines d’entre elles qui
conduisent a la déformation du systéme liquide impliquant la rupture en gouttes. Actuellement, il
est tres délicat de prédire avec exactitude le spectre des longueurs d’onde des perturbations qui
conduisent a la rupture et de décrire les phénomenes physiques responsables de leur croissance.

Parmi le grand nombre des perturbations entrainant la déformation du systeme liquide, il en
existe au moins une qui est amplifiée juqu’a la rupture du systeme liquide. Ceci constitue le point
de départ de la modélisation des processus d’atomisation par une théorie linéaire. Les théories
linéaires sont basées sur la décomposition de 1’écoulement liquide en un écoulement initial non
perturbé et un écoulement aux perturbations. Supposé stationnaire, I’écoulement non perturbé est
décrit par les caractéristiques géométriques du systeme liquide, sa vitesse moyenne. La premiere
configuration étudiée est celle d’un jet cylindrique immobile (de faible vitesse) et évoluant dans le
vide (faible densité de gaz) ; les bases de ce calcul ont été posées par Lord Rayleigh [118]. Pour un
tel systéme liquide, pourvu d’une symétrie cylindrique, il existe une compétition entre des forces de
tension de surface stabilisatrices dues a la présence de la perturbation et des forces de tension de
surface déstabilisatrices initiées par la courbure naturelle de I’écoulement perturbé. Actuellement,
nous nous limitons & une situation proche de celle étudiée par L. Rayleigh (pour une revue sur les
différentes théories, consulter [41]).

Un jet cylindrique est généralement défini par son rayon r, sa vitesse débitante V ainsi que par
les propriétés physiques du liquide qui le constitue et du gaz environnant dans lequel il évolue. La
modification des processus d’atomisation en fonction de la vitesse débitante s’accompagne d’une
variation continue de la longueur intacte du jet Lpy, ou longueur de rupture, qui représente la
longueur de orifice de I'injecteur a la rupture en gouttes. Dans le cadre de la théorie développée
par L. Rayleigh, cette longueur est donnée par :

4 log <L) (4.6)
Wmax Mo

ou 1o est 'amplitude initiale de la perturbation, r le rayon du jet et wy,q. le taux de croissance de
I’onde dominante.

Les jets que nous étudions actuellement sont proches de la configuration de L. Rayleigh. L’in-
jecteur nous est fourni par ’équipe de M. Ledoux et C. Dumouchel du CORIA. Il nous permet
ainsi de corréler nos résultats avec ceux obtenus par d’autres méthodes. Le montage expérimental
de l'expérience est similaire & celui utilisé par S. Leroux et al [83, 17, 18]. Le liquide est poussé

Lpy =

25PRAY. n. m. (1964 ; mot anglais). Anglicisme. Jet de liquide projeté en fines goutellettes par pulvérisation.
Petit Robert.
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par la mise en pression d’un réservoir de quatre litres. La pression dans le réservoir est régulée
de maniere a controler le débit en sortie d’injecteur. L’injecteur est pourvu d’un milieu poreux
tranquillisant le liquide et se termine par une aiguille d’injection de diametre interne de 600 um
de diametre. Cette valeur correspond a la valeur nominale du diametre du jet.

Dans cette expérience, un haut-parleur, connecté a un générateur de fréquence, impose une
perturbation sinusoidale & l'aiguille. Le haut-parleur est placé contre l'aiguille, ce qui ne manque
pas d’induire un déplacement transversal du jet. Contrairement au cas répandu ou l’excitation
est longitudinale, la symétrie cylindrique du jet est donc brisée. Des micro-déplacements rendent
possible le déplacement simultané de I'injecteur, de I'aiguille, et du haut-parleur selon ’axe vertical.
Cela permet d’étudier la dynamique du diametre du jet, de la sortie de la buse a la rupture en
gouttes, le long de I'axe du jet.

Une sonde optique associée a une chaine d’acquisition permet d’obtenir la mesure de 1’évolution
temporelle de l'intensité d’une nappe laser diffusée par une section transversale du jet. Dans le
cadre de sa these, J. Godelle a vérifié a 'aide de simulations numériques que l'intensité diffusée
était directement proportionnelle a la section du jet.

4.2.2 Caractéristiques du jet

Dans cette étude, le liquide utilisé est de ’eau. La vitesse débitante est ajustée pour se situer
dans un intervalle de 0.94 m/s & 1.02 m/s pendant la durée de 1’acquisition, correspondant &
un régime proche de celui prédit par la théorie linéaire de Rayleigh : le rapport de la longueur de
I’aiguille L sur le diametre 27 est égal a 200. Par conséquent, le profil des vitesses en sortie d’aiguille
est considéré comme étant un profil de Poiseuille. La description de Rayleigh reste valide et nous
pouvons prédire la nature de l'instabilité dominante, définie comme la perturbation sinusoidale
dont le taux de croissance est maximum. La théorie de Rayleigh définit une relation entre les
caractéristiques du jet et la pulsation wy; de ce mode prépondérant :

[ O

oll o est la constante de tension superficielle (en N.m~1!). Dans notre cas, la fréquence correspon-
dante Frqy associée a la longueur d’onde de la perturbation la plus instable dans la description de
Rayleigh est égale a 348 Hz. L’excitation réduit le temps caractéristique de rupture en gouttes du
jet; la longueur de rupture Lpy est, elle aussi, réduite par rapport a celle prédite par la théorie
de Rayleigh, (cf. relation 4.6) : selon nos conditions opératoires, la longueur Lpy est de 16.8 mm.
L’excitation associée a la distribution la plus étroite possible de la taille des gouttes a été obtenue
pour F, =~ 360 Hz.

Précisons que l'excitation induit une brisure de la symétrie cylindrique, symétrie nécessaire au
développement des instabilités décrites dans le cadre de la théorie de Rayleigh. Nous nous attendons
donc a observer une dynamique inédite par rapport a celle prédite par la théorie de Rayleigh.

4.2.3 Analyse de la dynamique du diametre du jet

L’analyse débute par la reconstruction d’'un espace dans lequel les propriétés dynamiques vont
étre étudiées. Aucune reconstruction de champ de vecteurs n’étant tentée dans cette analyse, nous
utiliserons les coordonnées décalées, plus simples d’utilisation. Ce sont essentiellement des projec-
tions bidimensionnelles qui seront utilisées : elles sont définies par les coordonnées (V' (¢), V(t + 7))
ou V (t) représente I'intensité de la lumiere diffusée (en fait une tension qui lui est proportionnelle)
par le jet et 7 le décalage temporel. Quelques unes de ces projections de ’espace reconstruit sont
représentées de la sortie de la buse a la rupture en gouttes Fic. 4.11.

Suivant la théorie de Rayleigh, la fréquence censée jouer un role prépondérant dans la rupture
en gouttes est voisine de Frqy. Puisque nous sommes dans le cas d'un jet excité a la fréquence F,
proche de celle de Rayleigh, il semble naturel que ce soit cette derniere qui influence de maniere
prépondérante la dynamique, au moins en sortie de buse. L’excitation étant sinusoidale, en prenant
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Fia. 4.11 — Portraits de phase reconstruits depuis la sortie de la buse jusqu’a la rupture en gouttes.
Le décalage T est de 1/40F,. Deuz dynamiques différentes sont mises en évidence le long du jet.

A partir de cet extrait de 1’évolution de la dyna-
mique du jet, de la sortie de la buse a la rupture en
gouttes, nous remarquons que jusqu’a une distance
de 9.58 mm environ, le jet présente un comporte-
ment oscillatoire amorti (phénomene 1, F1G. 4.11);
au dela, un second comportement se développe
pour aboutir a la rupture en gouttes vers 16.8 mm
(phénomene 2, F1G. 4.11). Afin de mieux analyser
le premier phénomene, nous choisissons un autre
décalage temporel pour construire les projections
(V(t),V(t+7)). Le choix du décalage temporel T a
une influence importante sur la qualité de la recons-
truction ; typiquement, le décalage temporel doit étre
choisi sur lintervalle [0,T5/2] ot Ty est la pseudo-
période de la dynamique [27].
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F1G. 4.12 — La forme quasi-circulaire du
portrait révele la nature sinusoidale de

la perturbation due a l’excitation : T =

1/4F.,.
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un décalage temporel 7 égal au quart de la période Ty = 1/F,, le portrait doit étre un cercle en
vertu de la relation

sin(w(t 4+ 7)) = cos(wt) (4.8)

ol w = 27 /Ty. La reconstruction des projections avec une telle valeur du décalage est représentée
Fi1a. 4.12 pour une distance a la buse de d = 0.33 mm. La configuration quasi-circulaire de la pro-
jection est une confirmation de la prépondérance de la perturbation liée a I'excitation de l'aiguille.

Si, maintenant, les projections de la dynamique sont reconstruites avec cette valeur du décalage
temporel pour des distances a la buse supérieures a environ 9.58 mm, les portraits sont beaucoup
plus développés suivant la seconde bissectrice (F1G. 4.13) : le décalage temporel est trop grand,
la valeur de 7 = 1/40F, est bien mieux adaptée. De ce fait, les phénomeénes physiques mis en
jeu de part et d’autre de la valeur critique d. ~ 9.58 mm sont de natures différentes. Le premier
phénomene est donc lié & 'amortissement de la perturbation liée a l'excitation de ’aiguille.

Le second phénomene est associé a la croissance d’un mode prépondérant dont la fréquence est
égale a la fréquence d’excitation F,. Toutefois, nous n’avons plus affaire &4 une sinusoide pure puisque
des harmoniques sont impliqués. Il semble que la symétrie de révolution cylindrique soit nécessaire
au développement des harmoniques comme le suggere la théorie de Rayleigh. Ainsi, 'amortissement
des perturbations liées a ’excitation, brisant les propriétés de symétrie, est obligatoire avant la
croissance des modes qui impliqueront la rupture en gouttes. Notons, toutefois, que ’application
d’une perturbation initiale accélere le processus de rupture puisque la longueur Lpy est réduite
par rapport a la longueur prédite par lasd¢déarirodarlayleigh.

1.6 | ki 1.6

11 i 1 ] 4.0
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Fia. 4.13 — Effet de la valeur du décalage temporel sur FIG. 4.14 — Densité de probabilité de
les porzim?zis re@nstruits. Pour t = 1/4Ee, le portfait est présence sur les abscisses de la sec-
trop déplié suivant la seconde bissectrice. Un décalage tion de Poincaré o la distance d —
7 de 1/40F, permet une meilleure lisibilité de la dyna- 13.58 mm.

mique (d = 13.58 mm).

4.2.4 Extraction des orbites périodiques

De maniere a avoir une représentation synthétique de 1’évolution de la dynamique le long de
I’axe du jet, nous réalisons l'extraction de 1’orbite périodique la plus représentative de la dynamique
a une distance donnée de la buse. Pour cela, une densité de probabilité de visite est calculée dans
une section de Poincaré, choisie selon la F1G. 4.13.b. La densité de probabilité de visite p(V)
présente une configuration similaire a celle d’'une gaussienne : cette structure particuliere laisse a
penser que des processus de nature stochastique sont impliqués. Nous considérons alors que l'orbite
périodique la plus représentative est associée au maximum de cette densité de probabilité de visite.

Ces premiers travaux encourageants vont étre poursuivis en étroite collaboration avec ’opération
de recherche pulvérisation. Les travaux futurs seront orientés vers I’étude des dynamiques associées
aux trois zones mises en évidence par S. Leroux et al [83]. Notre objectif & terme de cette investiga-
tion est 1’élaboration d’une prédiction de la dispersion en taille des gouttes a partir d’une mesure
effectuée en amont de la rupture en gouttes du jet.
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L’orbite périodique la plus représentative est extraite pour chaque valeur de la distance d; le tout
est ensuite concaténé en fonction de la distance d (F1G. 4.14). Nous retrouvons distinctement les
deux phénomenes déja mis en évidence sous la forme d’une double oscillation qui se résorbe au
niveau de la rupture en gouttes. La structure dynamique est tres perturbée au niveau de la rupture
en raison de la grande instabilité de la dynamique en ce point.
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FiG. 4.15 — Evolution de lorbite la plus représentative en fonction de la distance a la buse : cette
vue globale de I’évolution de la dynamique le long de l'axe du jet est obtenue en concaténant chacune
des portions de série temporelle correspondant & Uorbite la plus représentative. (Lpy = 16.8mm
est la longueur de break-up.)

4.2.5 Conclusion

L’utilisation des outils empruntés a la théorie de la dynamique des systemes non linéaires permet
de comprendre quelques processus menant un jet d’eau excité a la rupture en gouttes. Notamment,
nous avons mis en évidence que la croissance des modes prédite par la théorie de Rayleigh n’in-
tervenait qu’'une fois la perturbation résultant de I’excitation de ’aiguille amortie, de maniére &
restaurer la symétrie de révolution cylindrique requise par la théorie de Rayleigh.
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4.3 Meélange

L’étude et la compréhension des processus de mélange est un probléeme essentiel pour la
détermination des conditions opératoires assurant I'optimisation de l'efficacité du mélange. De
maniere a répondre a cet objectif, le champ de vitesse généré au sein d’une cuve standard pour-
vue d’'un agitateur de type Rushton est étudié a 'aide d’une technique de mesure non-intrusive,
Panémométrie Doppler laser [75]. Les processus de mélange peuvent étre décrits par des dyna-
miques non linéaires et des interactions de structures provenant des nonlinéarités des équations de
Navier-Stokes. L’analyse dynamique peut par conséquent étre réalisée dans le cadre de la théorie
des systemes dynamiques si nous prenons soin de séparer les composantes déterministes associées
aux grosses structures (comme celles simulées par des techniques du type Large Eddy Simulation)
et les composantes stochastiques associées aux petites échelles de la turbulence.

L’extraction de la contribution des grosses structures est réalisée a ’aide d’une transformée
de Hilbert appliquée a la série temporelle de la composante tangentielle de la vitesse. Une ana-
lyse est ensuite réalisée dans un espace des phases reconstruit et un systeme de quatre équations
différentielles ordinaires est obtenu par une reconstruction globale de champ de vecteurs.
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F1G. 4.16 — Réacteur standard avec agitateur Fic. 4.17 — Champ moyen de ’écoulement du
de type Rushton. fluide au sein de la cuve.

4.3.1 Données expérimentales

Le réacteur utilisé est une cuve cylindrique standard dans laquelle une turbine du type Ru-
shton est utilisée pour agiter une huile transparente. La cuve a un diametre D de 0.2 m et est
pourvue de quatre chicanes de maniére a interdire toute rotation en bloc du fluide (F1G. 4.16). Une
cuve standard est une cuve dont toutes les caractéristiques géométriques dépendent d’une seule
longueur, le diametre D. Ainsi, la hauteur de la cuve est égal au diametre alors que le diametre
de Pagitateur est de D/3. L’agitateur est situé & une distance de D /3 du fond de la cuve et les six
pales qui le composent sont rectangulaires, d’une longueur de D/15 pour une hauteur de D/12. Le
réacteur est réalisé en plexiglass dont l'indice de réfraction est égal a celui de I'huile de maniere a
réduire les problemes de trajet optique. L’étude est réalisée pour une vitesse d’agitation de 88 rpm,
correspondant & une fréquence caractéristique de 1.46 + 0.06 Hz.

A Taide d’'un anémometre commercial, F. Lusseyran et A. Kemoun ont effectué 1’enregistre-
ment de I’évolution temporelle de la composante tangentielle de la vitesse. La série temporelle est
échantillonnée a la fréquence de 1024 Hz et est constituée de 2'¢ points (FIG. 4.18). Un spectre
de Fourier révele un grand nombre de fréquences (Fic. 4.19) faisant penser & un comportement
quasi-périodique.
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Fia. 4.18 — Portion de la série temporelle
Vr(t) de la composante tangentielle du champ
de vitesse a 5 mm des pales de l'agitateur.
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Fia. 4.19 — Spectre de Fourier de la série tem-
porelle V.

4.3.2 Reconstructions de la dynamique

Une fois une transformée de Hilbert appliquée afin d’obtenir une séparation des composantes
déterministes et des composantes stochastiques [98], une reconstruction de 1’espace des phases est
réalisée. La dimension de plongement de la dynamique est estimée égale & 3.9 [75] & I'aide d’un
algorithme du type Grassberger-Procaccia [63] ; espace reconstruit devra donc étre de dimension

4.

Fi1G. 4.20 — Siz projections planes du portrait
de phases obtenues directement a partir des
données expérimentales.

Fia. 4.21 — Siz projections planes du portrait
de phases obtenues par intégration du modéle
reconstruit.

A partir d'un espace reconstruit sur les coordonnées dérivées :
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2V (t) (4.9)

d3Vp(t)

w=""1"
dt

nous avons effectué une analyse dans une section de Poincaré confirmant les fréquences observées
sur le spectre de Fourier [98]. Une série de projections de I'espace des phases quadri-dimensionnel
est représentée F1G. 4.20. La trajectoire révele une structure évidente de la dynamique, démontrant
un aspect déterministe. Une reconstruction globale de champ de vecteurs est tentée : un modele
de quatre équations différentielles ordinaires est obtenu. L’échec de toute reconstruction sur un
espace de dimension trois confirme la dimension quatre de cette dynamique. Malheureusement une
caractérisation topologique ne peut étre fournie puisque seulement disponible, a ’heure actuelle,
pour des espaces de dimension trois. Toutefois, une simple comparaison visuelle permet de vérifier
que le modele reconstruit capture l'essentiel de la dynamique filtrée par transformée de Hilbert.
Ce résultat confirme donc 'existence d’une composante déterministe de basse dimension au sein
d’une dynamique complexe de nature turbulente. L’extraction d’une telle composante, usuellement
associée a l’évolution des grosses structures pourrait permettre de combiner une approche statis-
tique, de type k—¢€, a un modele reconstruit obtenu directement a partir de données expérimentales
afin de construire des codes de simulation complets prenant en compte toutes les échelles de la
turbulence.
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