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Le- probu-e que nous nous propouona ‘
4'aborder dans cette communication est calul
de la détermination dé la frontiere 7 du do-
aaine do stabilité D .a'un-point double

poiné d équilibre atable, ou d'un ensombie
limite attiractif, relatift a une récurrance '

autonome du deu:tauo ordrt a vnrlabxol ré.llea-

de la ton_ot .
e "n-r.l . t(x, » ’n)
® Wner * 3(‘11 ' ’n)

A, La relsiion 1 d‘ﬂnlt. cnnon. une
transfornation. pone‘.'.uouo ? qui ta&t puanr.
" dans h ‘plan (xn R ’n) ' un polnt | (xn. ’n)

n i eﬁtien

-en "ml (lnu ' ’ml) "les uma ucocuit-

“da M par appuowtlon ao 7, 12 (7 ont |

muqua. deux fois) T° (¢ eat appliquée trois

toil)...otn. forment une suite de. points dans
© 1e plen (’n . 'n) .On cherche dons a déter-.

l!nor 1e doanine don pcluts initiaux "o(’odo) -

" tal que tont point de (D) donne une sulte de
points qui nonvem vers us enseable limite.
' Mous suppomons pour l'étudo prénntéo que T
n'est pas dégénérés, que le jacobien de (1) ne

stannule pas identiquement. Nous nous Ihlta— -

X. roms, en outre, pour les exemples, aux cas ou
" 1es fongtions réanu t( ' ’n) g(xn. ’n) son*
X moit des pol:nonu’ 0 X, J,» 8oit lindairen
par morceaux mais 6onthuea. ‘

. Il faut noter qu?u:ia _équauoq telle que
(l) peut déorire le comportement d'un Systese
a Ponnées Bohnntnlonndu de typs autonome (h

variable discreto indépendante n u'intowenant'

) pas a:puouennt en tant gqu'argument de £ et

” s) Le problems mathématique, définie oi~
desous, ourrespond alors au probleme ph;slquc
de 1a détermination du domaine des. perturba~

Ce NIRA

éon (antuur d*un
pous forne de eha.ngutnt des conditions

' méthode dans ls cag de récurrences du preajer.
ordre a variable complexe

I\ﬂ'\'et‘r‘w‘&-hob\-&‘ D\: S SVMV(
BVL\/&Qr‘—s" 196%

LK 0

4tat stationnaire £ix8),

{initiales, que pout oncauur ‘s Systoms &

- - Donndes xohmtulonnéun. sans modification de

son comportement quantnttt. On se trouve dono

sn préasnce d*un problm tout s fait /uublahh
Ta celul que 1%on rendontrs 8 propos des sys- X,

tnes dont 1le cuportuont st dédorit par den -

T ‘_;‘l'équationa différentielles. Remarguons, en outie,’
que 1*équation (1) psut etre coneidérde Coune

le résultat de la diserétisation, pur-la me-

) ‘thode d'Buler, d’une &guation diftérentiells
: -d‘ordx-o deux, N R

Uue réuolution tres pn.rueno da probl.o-

. ';‘,no posd oanltuu & utiliger des foncuonn v s
: '_dt ia deuziems méthode de-Ljspunov, étandues
- ades ‘équattons du type (1){1]s qui. donnut

N

une ‘aondition suffigante de: nhbulti. |

. 'pamttont d’obhnlr qu’une partie de D. Nous

avonula une néthodu indiredts ou, en slndral. Ve

1a portton Dy n 1*intérieur do hquoua 11 ut -
posaibls de conclure a 1a stabilité, n'augments

qu nvao 1a cuple:itd de la toaotion ahouio.

oo'p.naant e abthode dlroeto. binde sur
l'étudn des propridtés de 1'ensemble des poinis
qui comstituent (!') , ot des autres singula-.
rités de 1'équation (1), @ distance finie ou. R
infinie, pamot bion souvent de résoudre le '

- problena ‘que nous avons énoncéd, Adnsi vers

1920, Julla et Fatou [21[3]ont utilisé cette

(l) zml ‘P“z )

(lfl &tant une fonotion rationnollo [2][}] y OU
transcendants [4#] . 11 faut noter a co su;lat

~quo da t-lles récurrences corruapondant T us -

1 -
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cag particullier de récurrencas (l) Bh les AN
fonctions £ at g vériflent les condltions de
Cauchy~Riemann, Plus récemment certalnes
propriétés de (F) ont 4t4 Atudiédes, pour dos
récurrences ayant la forme (1) dans le cas
ou x et y sont complexes [51{6] et dans le
_cas ou ces variablas sont réslles f7](8]

C'est catte méthode diracts que nous
nous proposons d'exposer dans la présente
communication. Cependant hous n'avons pas
actuellement, une expériance puffisanta du
probleme énoncé pourdatre on. mesure de donner
un caractera général aux résultats que nous
donnons. Nous tenterons doenc plutot, a 1 aido
d'exenples, de mettrs en évidence cariaines
propriétés ainsi que 'la diversité des struc-
tures possibles de (F) ot des "trajectolres -
dis¢rates" formées par la suite das points
M , eans toutefois prétandra avoir épuisé tou=
tes les-circonstanvas suscaptibles de surgir,
ou énoncd les conditions générales de leur
sxistence,

Notre exposé Comprend deux partiaes, Tout
d’abord nous donnons une série de définitions
et de résultats indispensables pour sborder le

prublgie que nous avons posé. La deuxishe ="

partia iraite essentiellement das propriétés
de (?), de sa détermination at, a L’alde
d'axemples, on fait apparaitre différentes
structures dans le ¢as ou les fonctionslf, g
sont Boit des polyndmes en v Yoo goit
1indaires par morceaux mala continues,

2 - DEFINITIONS, RESULTATS GENERAUX

-

2 -1, Points doublea a distance finie,
multiplicateurs

On appelle points doubles & distance
tine de {1 Eoints u'équilibra2 les points
dont les cookdonnées (of,f3) eofit solutions du
systore d'équations

(2) o(’ f(o‘vﬁ) y l3= S(O‘lﬂ)

Un ¢ycle d'ordre m est un point
double de la-transformation ™ qui n'est pas
point double de Tp, p 4tant un ontier guelCon-
qua inférieur 1'entier m. Aux points d’un

)\ ner (1) a

C. MIRA

cycles d’ordre m les relations suivantes sont
vérifibaes,

(3) = 2 x .

nem B ¥y

Ynem
et ce cycle est formé de m poinia dietincts,

Les racines S,, 5, de 1l'équation

caractéristique
() a-s (gf_)h.(g_g-)
=0, ' xael  y=f3
e -8 =0 x= ol
; d ]
°=('5_§") dr@_s)
S y=p y=B8
x=ol Xx=

sont appelées les multiplicateurs de (1) au
point double (o, Bk Dans le cas d’un cycle
d’ordre m, les multiplicatéurs Bo définispent
pour la transformation Tm; et ils sont les '
démes en Chague point du cycle, car 1'équa~
tion caractéristique est identigue en Ces
pointsa,

s

st Sl, 52 sont distincts en modula at
non nuls on sait, par la théorie des substitu-
tions linéaires, qu’il ast posasible de rame-
la forme ¢enonique suivante,

£o e T6H )

= S N * EG‘nf In

*
(5) )%
:l!
Yntl
loraque l'origine esi placéa au point double
conaiddré, Dans le Cas ou 7 ot g sont analy—
tiques, f et g ont laurs pramiara tarzes de
/{dagré supérieur ou égal a deux.

8, Sa sont réels et &gaux la

pout avoir l'une des deux

Lorsqgue
forme canonigue

expressionst
(6) xn*ﬂ = Sx: - y: + ?(x: ' y:)

v = sy¥ s Tl
(_?) x:u Sx + f(x ’ Vn

Yael sy¥ + Flx yn) '

salon que la racine S n'annule pas ou annule
tous les mineurs du déterminant (#).

Les multiplicateurs parmettent da dé-
finir les axes principaux du.point double. qui

\ gsont les veCteurs propres psgociés & (4)leura
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pentes sont donnéss par:
5, -~ a

ot e i e
b B A

Dans le é.i'd;"I‘éiﬁE&é;f&i'{s) les deux axes
principdu: sont confondus, pour 1'expression
(7) 1es pentes sont indéterminées. 1

Les expressionm obtenues permsttent de
metitre on évidence ua résultat connu depuis
tort longtemps 9] [10] concernant la stabilité
loenlo du point (of,B): "l ¥ a atabilité lo-
eale 8 8y et 5, sont tous les deux infé- _
pieurs a un en module, On ne peut: gonclure i
1'un des 5 est 4gal ¥ un en module, 1tautre
syant son module inférieur a un (eaa-ori.tique)'t
Ainsi, on dohors des cas aritiques, le com=— .
portesont des solutions, an voisinage d'un
poiné écubla; est fixé. par 1'approximation

 1iaéaire 4 (1)

Ftant donné un point Py.( xg 4 Yo)s dens
1o plan (x., y), (1) génére une suite de
points Pi' ?2. P3 leee qui gont les gon=- )
péquents successifs-de Py. De mems la Buite de
points 31' 22 ,.; obtcaue.;'partlr de (1).
forme les gnteeédonts puccessifs de Py. Un
point Py peut avoir plusieurs antécédents

_réels P_,, ou aucun antécédent réel, ceci dtant

;oaetlon des déterminations réslles de la rém
gurrence inverse,

(8 x, '?_(in-c-l’ ’»1) Ta "\P(’-‘ml'. Yort)

'L’Bnae-blc_de; points Po{ Pie Py ses Pyr Bpees

" forme dans le plan (x, y) ume "trajecatoire

A

discrote® qui est invariants en appliquant T
et a8'i]l existe ua point limite, ce point ast
dowblo, Le meme ralsonnement peut etre fait
dans le osb d'un oyole d'ordrd m.

g -2, Différents types de points doubles
-Par analogie avec len répultats de

Poinosré relatifs aux équations ditféren~
tielles, Lattes [10] avait 4té mmené a classer
les points doubles de (1) an.noeuds, cols,
toyers qui caractérisent le conportement de

 trajactoires disoretes au volisinage de oes

N

points singuliers. Ainsi un nosud est un point
double tel que 3,, 8, gont réels, leurs mo-
dules étant poit inférisurs a~1'unité,(stabie

C, MIRA

_ suite des pointn HD',Pl' Pa

1118}, soit supérieurs a 1'unité (inatabllitél
Pour un gol, S,y 5, gont encore rdels mals )
1'un des S est inférieur oun module A 1'unitéd, ™~
1'autre étant supérieur en module a 1'unité,

un tel point est toujours instable. Un foyer

ent tel que Sl. 8, gsont conp{fxou conjugués,
leur modula atant supérieur & un (;nstabiliug,
ou inférieur m un (stabilité), Une telle
olassification peut etre détailide [11] [12] en -
faisant intsrvenir le signe de si, 52 -
jorsqu'ils sont érals, et le plgne da leur e
partio réelle lorsqu'ils sont complexes.

Nous conviendrons ainsi de dire qu’ua
noeud ou un .col est da type 1, =i les deux
multiplicateurs sont positife, Ceci Be traduit
par les fait que, dans le plan (zh, ’n)' 1?

vecteur P P na coupe pas lea axos prinei-

paux (gig:r::lla Y I

Un eol ou un nosud est de type 2, si 1tun
des multipilcataurs est positif, 1'autre étant
négatif, Lo vecteur 5;;;+1 coupe alors 1'un
des axes principaux (figures 2a, 2by 20).

Us col ou un noeud est de type 3, si les
deux multiplicateurs mont négatifs, Le veoteur
5;3;;1 coupe alors les deux azes principaux
(tlgura 3a, Bb). ' '

_ Nous avons vu que, lorsque SE 8, sont

réols ot dgaux dans le cas de la forme cano-
nigue (7). les axes principsux sont indé~-
terminés. Le point double ¥ correspondant est
alors un noeud 6toile et, dens le cas linéaire,
les irajoctoliras discretes sont formées par un -
gaisceau de droites passant par P. Selon le *
signe de 8, ot 5, un noeud 4toile peut etre de
type 1, 2 ou 3,

Un foyer est de t;pe'l s la partie
réelle des multiplicateurs est positive, 1la
P. +e. o8t alors si=-
tuse sur une spirale passant par oe point
double, Le foyer est de type 2 lorsque la
partie réelle des auitiplicateurs est négative
ot les points de la suite Py, Pye Py ees sont
gituéa alternativement sur deux spirales

passant par la foyer.
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Nous n'envisagerons pas ici la cas ou
1’un des multiplicateura est nul, ou égal, en
module, a 1l'unité (cas critiqua).

11 fmut noter enfin que les définitions
données ci~dessus a’étendent aux cyclas
d'ordre m qui peuvent stre des nceuds, 0015 ou

foyers, de type 1, 2 ou 3%, il suffit de rnlaon-

ner sur les points doubles de la transformation
o
™.

2 «3, Courbs de points doublas ou de

CyCles [10]
En général les points doubles sont igolés,

mais il peut arriver que les équations (2)
soient satisfaltes par les Coordonnéss d'une
infinité de points formant une courbe.
L'équation (4) a alors une ra¢ine 8, égale &
1 ot una raCins S, qui est en général diffé-
rente de 1., Si une telle courbe existe son
dquation h (x,y) z 0 ost tella que h (x,y) ast
ls facteur Commun de x ~ fo.y) st y - g(x.y).
Les Courbes ds cycles d'ordre m se défi-
nissent d'une facon analogue en éonuidérant la
transformation T,

2 =%, Courbeg invariantes
Les trajectoires discretes de (1) qui
aboutissent ou sont imsues d'un point double

pont des courbsas invariantes bar application de
la. transformation T. Lorsque .les donndes de,(l)
sont analytiques Lattes [ld] g montré que si,
en un point double, Sqe Saaont réela distinctis,
da module différant de O et ds 1, ot ai

5, A Sna (a entier), 11 exists deux Courbes
analytiques invariantes 01 at 62 ot deux seule-
ment passant par la point double et définies

dans un certain voisinage de ce point.

Dans le.cas d'un noeud stable les Con=
séquenta gucCessifs d’'un point pris dans un
cortain domaine l'entourant tendent vers Ce
point tangantiellement a 1*uns des Courbes in-

variantes 01, sauf 51 le point initial est pris

‘sur 1l'autrs courbe Ca. les conséquents restant
alors aur 02. Pour an nceud instable le meme
résultat s*obtient en ralsonnant sur les.anté-
cédents, ' 7

Dans le cas d'un col, si les donndes sont

C. MIRA

analytiques, les deux courbes Cl, Ca qui
passent par ce point sont analytiques, Les
propriétés des conséquantis et des antdcédents
sont donndes dans [10]. '

Sur un plan pratique on peut obtenir, las
courbes C1 st 02 a 1l'aide de développements en
gérie donnant les coordennées canoniques x¥ at
y* dans un certain volsinage du point double P3

- goit en utilisant la méthode proposes
par Lattes (voir [10] et un exampla dans [13]
mais celle=ci donne une courba y = 8(x )uni-
forme ot le volisinage de P a 1*intérieur
duquel le développement est valable peut, dans
certains ¢as, atre tras rédult,

~ golt en utilisant uueméthbda itédrative
bagda sur des résultats de Picard (p. 76 [lh]at
[15]) 1la courbe est alors donnée sous forme
paramétrique x¥ = x*(t) , y¥ay (t) et alle
peut stre non uniforme par rapport aux coor-
données x* at y*,

La convergenCe des développements obtenus
dépend des autres gingularités (autrea points
doubles ou Gyclas) qui se trouvent sur la
courbe invariante. A 1'aide de la deuxieme
méthode ces dévaloppements peuvent etire
poussés jusqu'a un ordre aussi élové qus l'on
désire., Ces méthodes programmées sur SalCu~
latrice numérique ont permis de tralier las
exemples du troisieme paragraphe qui Corres-
pondent a des mtructures de (P) tomplaxes,

Lorsque les données de (1) ne sont pas
analytiques 11 exists deux courbes Gl. 02 qui
jouent un role semblable a ¢slui das Cofrbes
analytiques obtenues Si-desaus (voir [10] p.39).
La méthods itérative basée sur les résultats
de Picard permet d'avoir aussi dans Ce cas un
développenent des Courbes invariantes.

Les résultats de Ce paragraphe s’étendsnt,
bien entendu, aux cycCles dtordre m,

2 =5, 1ndice de Poincaré des points
doubles ot des 0yClas .

La notion d'indice introduite.per Poinearé
pour les points singuliers et les cycles limi=
tes des équations différentielles ordinaires a
§t4 &tendue par Neimark aux transformations




ETUDE DE LA FRONTIERE ...
ponctuellas [}6]. en considdérant las proprié~
téds de rotation du ahamp des vecteurs _f’;_P';

(Pr étant le conséguent da Py} lorsqu’on
déerit une courbe fermée dans la sens trigono=
métrique, Dans le cas ou les multiplicateurs
By 52 sont réals et différents de 1 en moduls,
1'indice § d'un point double est dgal a + 1
8'11 y a zére ou les deux multiplicateurs in-
fdrisurs a 1, 1'indice est égal a -1 3'il n'y
a qu’un multiplicatsur plus petit que 1,

b
-

Alngi, sn appliquant ce résultat aux
pointa doublam définis ci~dassus, 1'indice
d’un noeud de- typs 1 stable ou instable est
i 3 +1, L'indica d’un noeud de typs 2 stable
est L = +1, pour un noeud instable de typs 2,
i 2 =1, L'indice d’un noeud stable ou instable
de type 3 est i = +1, Dans le cas d’un col de
type 1 et d'un col da type 2 dont ls multipli-
eateur do plus grand module est positif 1 = -1,
Pour ua ¢ol de type 3 et un col de type 2 dont
ls multiplicatsur de plus grand module est néw
gatit i = +1, Avec un foyer atable ou instable
1 = +1, Certains peints doubles correspondant
a un cas"Crltique Gnldaa nultiplicateurs ast
$gal & 1’unité en module) sont tels que i = O,
[,'1;-;416. d'une trajectoire fermée ne =s re-
Coupant pas et sans point double est 1 = 1, e
1'indica d'une courbe fermée ne passant par
auCun point double est égal a la somme des
indices des peints singullers situés a 1'inté-
rlsur de cette courbs. Ce dernier répultat
fournit, lorsqu’il y a Sontinuité, une Condi-
tion néCessaire d'axistence d_une trajeCtoira
[*)fermée sans point doubls, condition basée
sur le fait que la somne des 1ndi§es des points
loubles entourds par () est égale a 1,

. 2 -6, Etude des pointe singuliers m
1'infini - Equateur da Poingaré
La méthods dite de la "sphers ou de
L**équateurt de Poinéaré, dfutilisation tres
ronmode, dane le cas des équations différen-
;lellesn [17] [18]. peut etre Stendus aux rée
surrences ayant la forme (1) [19]. Ls principe
le catie mdthode esit illuatréd par la figurs &4,
& Sphere 5 de rayon unitd est tangente au plan

P) de coordonnden Xy ¥, en O.origine des axes,
i tout point M(xn, yn) de (P) correspondent

C. MIRA

deux points M» at H“ sur S et la droite O, et
un point M* du plan (Q) tangent a S en ¢ qui

eat parpendiculaire a Ox,. Solent Cq et Cz les

1xe8 ds ce plan, la transformation
ox= (@7 v sr(@”

pérmat de passer de M a M¥, Les images M' et
M" de tout point M a 1'infini me trouvent sur
le grand cercle (E) de S parallele a (P), qui
correspond a % = O, Ce grand cercle ast appeld
ndquateur?, Il faut remarquer que la transfor-
mation (9) ne parmet pas 1'4tude des points a
1'infini dans la direction Oy, mais cette dif-
ficulté sst lavée en utilisant la transforma-
tion,

(10) x ='K(Z)-l . ¥ =(Z)“1 )
Btudier les points a 1'infini de (1) re=

vient donc en utilisant (9) ou (10), a consi-
dérer les points 2 = O de la récurranca,

(1) z,,, = n(z,,T ) Ter® 1E07,)
Une image qualitative dea 1'dvolution de M
8'obtlent en considérant la projection du
mouvenent de M' sur le plan da 1'équateur,

L'équateur psut comporter des points sin-
gullerg qui sont les points doublea ds (11)
pour 2 = U, Ces points pouvant etre de type 1,
2 ou 3, ou des cycles. Dans la cas ou (1) est
linéaire, ocu linédalre par morceaux les paints
singuliers a 1’infini sont de type Glassique

,ot B'dtudient facilement, La situation apmt

plus délicate lorsque (1) ast non 1linéaire Car
les points singuliers a 1'infini peuvent etre
alors de naturs complexe ot demandent unae
étude particuliers,

En tant qu'exempls, la figure 5 reprée
sente 1'd4quateur de la récurrance X1 = Yy
Tpe1 B X, * 2yn, pour laquells l'origine est un
col de type 2, - -

L utilisation da (9) conduit a la récurrsnce

a+l © zn ’ (T:rx)-1 ' 'rm-l = (Tn)-l +2
Les polnts doubles a 1'infini sont donnés par
T=1+Y2, 2 = Q en ramenant l'origine en
ces points on volt que l'un est un nosud atw

tractif de type 2 (points A,B) ot l'autrs un
noeud répulsif de typs 3 (pointa c,D).

z
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3 - DETERMINATION DU Du {AINE DE CONVER~
GENCE VERS UN POIN:i DOUBLE STABLE OU
VERS UN CYCLE STABLE
3 -1, Généralitds
-~ A chague point double attractif P de
la récurrence (1) corraspond un domaine D, qui
egt formé per tous.les points dont les consé-
quents successifs convergent vers P, Ce do-
maine, limité par une frontiere (F); peut ne
pas etre connexa, et est appolé le domaine
total de convergence, la région d'un seul tew
nant Doantourant? 4tant le domaine immédiat
de convergance [2][3] .

Dans le ¢as de la.récurrence (1'), cas
particulier de (1) avec f et g vérifiant les
conditions de Cauchy Riemann, Julla at Fatoun
[2]{3] ont montré que la fromtiere (F) contlent
les points doubles et les cycles instables de
tous les ordres, qul constituent un ensemble
dénombrable E, et est formée par le dérivé E'
de E, B' &tant parfait, En outre E' pout atra
continu lindaire ou discontinu, S5i le domaine
total est plus étendu que le domaine immédiat
11 ms compose d’une infinité de régions, sans
Gonnexion entre elles, séparées par E'. Il
convient de remarguer, qu’avec (1’). lag mule
tiplicateurs des points doubles ot des cycles
sont 6gaux et ces polnts ne ;orrespondant qu'a
un seul type de singularité qui est celle du
noeud é&tolle.

- 11 faut done s'attendre a ce que, dans le
can géndral de la récurrence (1), la richesse
de singularités 4tant beaucoup plus granda,
les structures possibles de (F) solent tres
varifes, at besucoup plus complexes,

3 -2, Propridtés de la frontiere (F) rola-

G. MIRA

tive a point doubla stable de (ll

Nous nous placons dans le cas ou (F) est

un continu, Les points de (F) formant un enw
semble fermdé, dans le plan (x;y). qui constitue

wne ligne répulsive pour les points situés dans

son volsinage. Cette ligne esi invariante par
la transformation T et la transformation in-
verse T'l. Ainei les conséquents d'un point de
(F) sont sur (F) et i1 en est de meme pour les

antécédents [5][6][7] [B].

En tenant compte de aas propriétés, sur
(F) il eat possible de trouver:
~ des points doubles at des ~ycles in-

stables d'ordre fini ou infini {(1'un au moins

des multiplicateurs est, en module, supérisur
a 1) - ' ' -

- les antécédenis de cos points cepen-
dant ces points, contrairement su as de (19,
gont en nombre fini, sauf s'il existe sur (F)
un cycle d'ordre infini,

Dans la cas ou l'un des multiplicateurs
an un point double ou un cycle est égal a l.en
chula. 1'autre étant inférieur a 1 unité, ce
point peut appartenir ou ne pas-appartenir a
(F), selon la stabilité du cas eritique
corregpondant,

Les points doublas et les cyCles instables
gur (F) peuvent atre des noeuds, cols ou
foyers de typa 1 ou 2, Les points de type 3 a
distanca.finie sont exclus, sauf, peut etrs,
dans le Cas ou (F) forme uns boucle, et nous
n'avons pas encore irouvé d’exempls qui 1llug=
tra caette situation. A 1’infini un point de
type 3 pour la récCurrente (11) peut appartenir
a (F) . Pour un nosud instable N de type 1 ou
2, toute Condition initlale x4 ¥g prise sur
{F), au voisinage de Ce point, donne des Con-
séquents qui s'éloignent de N de fagon conti-
nus pour la %&pa 1, en omcillant autour de N
pour le type 2. Ainsi pour les point_de (F) N
est toujours un point répulsif. Les.cols &,
appelés encore points'semi répulsifar [5] [6]
sont tels que toute condition initiale (xo.yo)
prise pres de C, en dehors de (F)donne des
oonséquents qul s’'éloignent de C, apres un
certain nombre d'itérations, et toute condi-
tion initiale prise pres de C sur (F) donna
des conséquents qui tendent vers C de facon
continue (type 1) ou en oscillant autour de C
(typu 2). Pour les points de (F) les Golg sont

" done des points attractifs, Les foyers, Comme

les nosuds, sont des points répulsifa pour les
points da (F)e

En un point ¥ ou ¢, 1'axe principal qui
correspond au multiplicateur de plus petit mos
dule est tangent a (F). Si on & affaire a une
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trontiers (F) qui délimite le domaine

d influence d un point double stable, un point
N ou ¢, de typs 2, instable n'appartiant a (F)
que =i le multiplicateur de plus.grand module
est posltif, Dans la cas d'un cyele stablae,
d*ordre 2 par exemple, un point H ou C de

type 2, instable tel que le multiplicateur de
plus grand module est négatif, peut appartenir
a la frontiere qul usépare les zones d'influence
de chacun des polints du eyecle, Connaigmant les
tangentea en des points N ou C on obtidni fa-
cilement les tangentes aux antécédents suc-
cessifs de ces polnts,

81 un point de (F) ast un noeud 4toils la
tangente en ¢e polnt a (F) ent indéterminée.
Ca polnt ast en gdnéral un polnt angulaux pour
(F) comme lo montre l'exemple simple sulvant

> .
Xpe1l = Ynr Ypu1 ° 0,5 x, + 0,1 X,
la frontiere du domaine de stabilité da 1'ori-
gina ast ls carré de sommets A (5: 5)3
Ay (-105 5), A, (55.-10), A (10; =10, A Stant
le nooud étoile [7].

pour lsquel

Un autre cas.de point anguleux se pré-

-genta pour une récurrence de la forma
n¥1 = f(x Ypep 2 g(y ) Qu (F) et un

rectangle, En outre.sl nous.considérons (1)
t'ensemble E 4tant constitué par des noeuds
étoiles, la tangente aux polnts de (F) est ine
déterminde ot nous retrouvons un résultat de
Julia [2],

Dans un assex grand nombre de cas la Bé~

ris de peints et de tangentes que.l'on cbtient’

a partir des.propriétés enoncdes cl-dessus
guffit a tracer (F) grossierement. Si 1'on
dégire un tracé plus prédecia ou 8l le nombre de
points caractéristiques (pointﬁ doubleg,cycles
et antécédents) est insuffisant, ce tracé de
(P) ost amélioré dans le cas ou las données de
(1) sont analytiques en utilisant le rémultat
suivant:

~ Un are {o{)de 1a courbe invariante.moa-
lytique, iseu d’un polnt double cu d'un oyole
col C, ot correspondant au aultiplicateur de
plus petit moduls, fait partia de (F) La
restriction de la tranaformation T a zette
courbe zdmet ¢ comma point attractif at(cﬁ)ast

C. MIRA

forné par l'ensemble des points dont les con-
séquents successifs tendent C,

Ainsi autour de €, (F) est comnu par un
développement en sdrie annonecé dans le pars-
grapha I-4,

Dans le cas d'un noeud iastable N, 1l
existe des récurrences pour lesquelles la
courba invariante analytique correspondant au
plus petit medule fait partie de (F) et des
récurrences pour lesquelles.cecl n est pas
vyral, c'egt-n-dire (F) est conastitud par une
trajectolre non analytique en N, Nous donne-
rona des exemples de ces deux situations, wais
nous ne savohs pas encore, comment les re-
connaitre a priori,

La détermination d'un arc de (F) peut se
faire simplement lorsque sur (F) ss trouvent
un col ¢, attractif pour les points de (F) ot
un neeud ou foyer instable, répulsif pour les
points de (F), frontlere de la zons dlinflu-
ence de C sur (?). Vis a vis de la récurrence
inversa 68) C deviant répulsif pour les point

‘de (F) st le nooud ou le foyer, atiractif pour

les polnts de (F) et lea points suffisammant
voisins, Oy obtient una sulte de_points que
1'on peut considérer sur (F) avee une préci-
slon suffiganta, en prenant une condition ini-
tiale Py voisine de ¢, sur la tangente en. C a
(F), ot en itérant Py a 1'aide de la déterni-
nation convenabla de (8). La suite des points
ainsi obtenus aest tras voisine de (F) pulsque,
le noeud .ou le foyer étant maintenant attrac-
tif, 1'erraur d’estimation diminue quand on seo
rapproche de ce polnt stable,

3 ~3. Lignas critiques
On appelera lignas critiques (Lc) du plan
(xn, yn). le lisu des points qui admettent
deux antécédents confondus, Lorsque ls dagré
d'un des polyncmes. f et g est pair il peut
exizster une région a 1’intérieur de laquells
len points n ont pas d'antdcéddents,

La ligne antécédente de (L_), (LS
a’obtient en anaulant le jacobien du deuxisme
menbre de (1), cs qui est une oxtension d’un
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doublas, jointa per une trajectoire sont
situds de part et d’autre d’une ligne'(Lc)"1
1'un peut etrs de type 1 et 1'autrs de iype 2,
la itrajactoire change de comporiement en ira-
varsant (L;TI.

-~ la présence de deux éléments répulsifs
1'un entourant 1'autre et non sépards par un
élément attractif (point double instable en-
touré par une acourbe répulsive, ou courbas ré~-
pulaive aentourant une autre courbe répulsiva)
donne nalssance a une région "completement ine
variante” situde entre ces deux éléments,

4 - EXEMPLES
4 -1, Cag ou (F) g une expression analy-—

tique simple
Soit la récurrence [22]

(12) b s X,y

1l S Ypaa
L origine est un point double stable et le
point A {1 ' 1) un gol de type 2, Les deux
nourbes analytiques inveriantes passant par ce
eol ont pour équation

0’5(1 + Vg)

¥y == x0.5( - ¥3)
Y ast la courbe en pointillés du premler
quadrant de la figura 6, Yo gourbe an trait
plaein fait partie‘dé (F). I1 existe de plus un
cycle d'ordre 3 U (-1 , =1), & (-1, 1),

P (1, -l). En passant a la transformation 2% on

¥o =

voit que ce cycle est un col de iype 2, les
courbas analytiques invariantes ayant pour
éqnatioﬂs

en M ¥, -[ :]O,S(la-r) ¥p= -[ x]o 5 1~ r)
on M1 y,= [_3]0.5(145) [-x]°'5 (2-43)

en Pi ¥y= ~x 045 (1""-5) Y= Y t5(1' )

En outre les points a l'infini sur Ox et Oy sont
répulsifts et sppartiennent a (F) qui est dessi-
néde en trait plein sur la figure 6, Sur un plan
plus géndral (F) & une expression, analytiqué
simple lersque les fonoficns £ et g de (1) sont
dag monomes an xy [5]

Comme douxieme exemple simple soit:

(13) Xoel e yn2

Los deux pointa doublas a distance finis sont
Q qui est un col do type 1 et la point A(0, 1)
qui est un noeud instable de type 1, A 1'infini

=2xn +

C. MIRA

dans les directions Ox Oy se trouvent deux
points doubles atiractifs doast on cherche dans
le plan de l’dquateur de Poincard le courbe
(F) et les trajectoires (figura 7a). Le dia-
matre BC est la ligne critique, tout point tel
que |y| < 1 converge vers B ou G, et tout point
tel que |y|:>l converga vers D, Les polnts du
demi secteur B C E sautent dans le deml secteur
B D G, La ligne |y| = 1 fait partia de (F) ot
don na dans le plan de l'équateur 1l'ellipse

B AC A', On remarqua que le peint double a
1'infini (B,
Jectoires aboutissant en c¢e point, d'autres

C) ast complexe, certaines tra-
s'en éloignant;

4 =2, Cas _ou (r) est tracée facilemant a

partir de ses points caractéris-

tigues et de leur tangente

Soit la récurrence [8]
() x,) =¥, 0 Iy, = 0u5 x, +0,1x, 240,13

L'origine est un noeud stable de type 2.
Le point P(4,4) ost un noeud instable de typs 2
entourd par le cycle d'ordrs 2
A(3-V3, 3+Y3), B(}+V3, 3-Y3) qui est un col de
type 1. Les tangentes en A B C g (F) et aux
antécédants Ay B, Py, A, B, Py, A%, B', C'y
permettant un tracé suffisamment précis de. (F)
a gondition d'ajouter les poinis de la ligne
critique, laurs antécédents et consdquents
(Figure ?b). En outra, la.ligno analytique in-
variante passant par P et corrsspondant au mul-
tiplicateur de plus grand module passe par O et
88t analytique en O, Les lignes analytiques ln-
variantea, auires que (P), passant par A et B
passent aussi par O, sont tangentes a la ligne
analytique qui joint O et P mais perden’ leur
analyocité en O, Remarquons que O et P, ge
trouvant d'un meme coté de(Lc)-l, sont de meme
type (voir io paragraphe 3-4J

4 23, Cas ou la frontiere (F} ost déter-
minde a partir d une courbe inva-

riante analytique
Soit la récurrence: [13]

(5) x,y =¥, 0 W
pour laquelle l'origine est noeud stable de

type 2, (F) contient.le point .A{0,1, 0,1}, qui
est un col de type 2, pour laquel on détermine

= O?an +x2n +yn2.



facilement les deux axes principaux Au, AV
(Figure 8). Le point A n'a qu'un seul antécé-
dent A_, et sur (F) i1 n'existe aucun cycle.
Les deux points que nous avons, avec les daux
tangentes a (F), sont insuffisants pour une
détermination de (F). Un rechargche donc la
courba invariante analytique, correspondant &y
multiplicateur de plus petit module, qui passe
par A,en utilisant la méthode proposée par
Lattes [10]. En limitant le développement aux ?
premiars termes, 1’'équation de cette courbs,

Voe BVEC las coordonndes u, v est:

v = - 2,501 u2 - 1,705 uw~7,673 u*.23,863 v -
3k, 142 W& ~208,579 u’

Soit P 1l'intersection de v, avec la ligne cri-
tique, il est facile de vérifier que P est
tres pres de (F). Les antécédents de l'arc AP
parmettent la détermination complete de (F).

4 4, Chanpgenent de comportement quallta-
vif de (F) sous 1l'effet d'une varia~

tion de parametre

Nous anvisagerons la récurrence [23]
(16)

A pouvant premdra les valeurs A= 0,09,
A= 0,1, A= 0,101, A= 0,11, Quel que solt A,
1'origine est un noeud &toile stabla de type 2.

x

2
a1l ® In’ Yne1 ® O.an + 0,1x nt hxnyn

ay pour A = 0,09 (F) comporte un noeud in=-
stable de type 2, A dont les antécéddents sont
A—I’ A_a at A'_a. at un oycle d'ordre 2 formé
par les points B(0,5) ot 0(550) qul sont des
cols da type 1 et dont les antéoédents sont B_,,
B_a. B’_a, C_yo C_ot C.”___2 (?iguro 9). Pour le
cas considéréd (F) se confond avec la sourbs
analytique invariante en A, aqui correspond au
multiplicateur de plus patit module.

by A= 0,1 est une valeur da bifurcation
pour (F). ¢'ast-g=dire qu’elle correspond e un
changement de gomportament qualitatif. I1 appa-
rait en effet ure dreite de cycles doubles
d4'équation y + X = 5, dont 1'un des multipli-
cateura est égal a + 1, 1’'autre étant supérieur
a + 1 sur le segment d'abscissas =53 +10 in-
férieur a - 1 sur les segments d’sbacisses
(-o0; -13,508), (+18,508; +00) et inférieur a l
en moduls sur les cegments (—13,508; -5).
(+10; +18,508). Sur la figure 10 sont repri-

gentées la partie de (P), située:dans le pre-
pier et le deuxieme quadrant du plan xy, re-

lative au domaine d’attraction de 1'origine,
at la partie de (F) relative au domaine
d'attraction des segments de aycles doubles
attractifs définis par les abscisses
(—13,508; -5),.(+10; +18.508) pur la droite
x + y = 5. be tracé aomplat de {F) »'obtient
en prenant las antécédents de oes parties.
¢y Pour A= 0,101, le point double sur
(F) est malntenant un col de type 2, F, en-

" fouré par un cycle d ordre 24 El' E, gui est

un noeud de type 1. Il apparalt en plus, sur
(#), un cycle d’ordre 4, {dont deux points A
at B sont représentéds sur la figura 11), qui
est un col de type 2, et un point a 1'infini
qui est répulsif pour les points de (F). Au
voiginage des points E,, Bas (F) n'est pas
constitué par une courbe analytique invariante,
gur (F) on trouve, en particulier, les antécé-
dents succassifs de A et B qul convergent vers
E . Le tracé complet ds (F) s'obtient en
praenant les antécédents de la partie dessinde
sur la figure 1ll.

dy Pour A= 0,11, en plus du cycle
d'ordre 4, apparaissent trois oycles d'ordre 8,
qui entrainent une nouvelle déformation de (?).

4 -5, Exemple de récurrenas 1inéaire par

morceaux

Considérons la récurrence [24]

()

el = Yn -045%,

Yoe1 = n pour ‘xnlgﬁ

yn+1=yn«o(xn+ﬁo( 7‘3 pour X, =2 6

ymlayn-otxn-éo( +#3 pour X S -6

of étant un parsmetre que nous faisons varier
antre les valeurs «3 <ol ~l. Quel que soit o,
1’origine est un foyer de type 1. i

ay Pour o =-1, il existe deux cols de type
2, A (9; 9) B G—Q; -9) ot pas de oycle d'ordre
2 (F) est formé par des segments de -droites,
Autour ds A, (F) correspond a un gegnent de
pente -0,62, limité par un point abscisse X 2 6
ot un autre point d'ordonnée y = 6, Co cagment
ost la courbe invariante analytique limitée par
la zone "d*'analycité" que nous avons définie
autour de A. A 1'aide de la méthode de 1'équa-

teur de Poincaré on constate qu'il y a deux
points a 1'infinij 1'un M, dans la diraction de

pente T = 0,5(1=V5" noeud instable de typs
3; 1*autre N, dans ia direction de
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pente T , = 0,5(1+V§) nosud stablo de typs 2,
Ls point sur (F) est donec M,

b) Etudiﬁns maintenant la gas o{ % =3, COn
trouve sur (F) deux noeuds inetables de type 2,
A (73 7) et B(—?; -7} dont 1 axe principal,
qui correspond au multiplicateur de plus petit
module, a pour pents ~1,3, En outrd, i1 existe
irois cycles d'ordre 2: les cycles C, D et E,F
qui sont des gols de type 2, et le aycle g, H
qui est un nceud instable des typs 1 (voir in
figure 12), L'étude des points a 1’infini
montre qu'il n'y en a aucun sur (F), (F) est
encere formé par des segments de droite, cew
pendant autour de A la frontiers ne correspond
pas a ub segaent de 1’axs principal de penta
=1,3, Entre C ot D la frontiers ast constitude
par une sulte infinis de segments de droitss
dont las extrémités sont les antécédents sugces-
sifs de D, la pente de ces segments tendant
vers =1,3, Remarquons encore que pour un point
initial Pb, pris au volsinage de A at dans ]
domaine d'attraction de 0, on obtisnt une tra-
Jectoire qul osgille autour de 1'axe principal
da A qui correspond au multiplicateur de plus
grand module, jusqu’a la droite vertlcale x= +6y
antécédente de la ligna critique, Apras cette
droite la comportement est celul d'un foyer de
type 1,

c) On constate ainsi que, lorsque of paase
de la valeur - 1 a = 3, les propriftés de (F)‘
changent, La valeur de o{ qui correspond a cette
bifurcation sst o = =2, Cette bifurcation =e
tradult par 1'apparition de deux segments
c(6s 9), n(91 6) et E{~6; =9), P(=9; 6} com=
portant une infinité de cycles doubles, ainsi
que d'un point a 1'infini dans la direction de
pente -1, Bien qu'étant du a la naissance d'une
ligne de cycles doublaes, cette bifurcation est
d'un type différent de celle de 1’exemple 16 ,
puisqu lel le cycle d'ordre 2 ne se conserve
pas pour of = -1, '

% «6, _F ne contiant aucun peint double a
distange finie ou infiniae
L'oxenple suivant illustre 'une telle siw

tuation [25)
(18) *ae1 * % (1) a,
Tner ¥ 7y -0.2nxn
Yne1 ® p ~2hxn +9h
Yney # Ty =2bx ~9h

pourlxn|455
pour x, =5 -
pour x <5

C, HIRA

ou h prend les valaeurs 0,2 ot 1,

Pour h = 0,2 la récurrence inverse de (18)
permet, an prenant une condition initiale
voisine de O (point double stable), de cone
stater qu'll existe sur (F) un cycla d'ordre 7(
tres slevéd, peutetrs infini, On obtient sufe i~
Pigamment de points pour tracer (F)(figure 13).

Pour h = 1, (F) acomporte un cyole d'ordrs
6, foyer de type 1, Biy 1 =1,2,,.6, et un
deuxieme cycle d'ordrs 6, ool de type 1, Ay
i=1,2,..6 (figura 13). A partir - de ces points
la détermination complete de (F) se fait facile-
mant, en prenant un point voisin de Ai sur la
tangente a F et en 1'itérant & 1’aide de la
récurrence inverse da (18).

4 <7, Frontioras qul tendent anymptotigue~—

ment vers une courbs farmée

Considérons la récurrence
(19) =, = In v
Yne1 2 (092311-0.51:,) (xn2+yn2-l.2xn—yn+0,5)+xn
pour £ = 1,3 , ola 1,1, of= 1,2
ay Lorsqua ol = 1,3, (19) admet deux points
doubles stables Ay (origine) et A3. noeuds de
type 2, (figure 14), dont les domaines d'attrao-
tion sont séparés par (#). Sur (¥) on trouve:
un goli de typa'a, Aa. un oycle d’'ordre 2, Ba,
3’2, foyer de type 1, Sur la figure 14, sont
dessinées, en outre, différantes courbes analy-
tiques invariantes déterminées par la méthode
baséa sur les résultats de Picard, méthode
appliquée pour les points situds a 1'intérieur
de 1'ellipse antécédente (%) des lignes cri-
tiques (l.c.) . 54 1’on considers la somme des
indices des points que nous venons de définiz,
(somme Sgale a +1), on peut s'attendre a ce que
ces points soient entourds par une courbe far.
mée (M), Cette courbe existe bien, ells comporte
un syele 4 ordre 5, Nep 12 1,2.005 qui est un
noasud de type 1 et un cycle d ordre 5, ci.
1 = 1,24045 qui o3t un ool de type 1, On cone
state quv las courbas antéoddentes daes arcs de
(F) définis a 1'intérieur de () tendent
asyrptotiquement vars (),
b) Dans le cas ou ol a 1,1, (19) adwmet un

polnt double stable A (origine} qui est un
1l
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nooud de type 2 et un cycla d'ordre 2, stable,
By

tas domaines d'attraction ds Al ot Bl B'1

(f1gure 15). Sur (F) on trouve, un noeud de

B, qui est un noeud do type 1 (F) sépare

type 2 instable Aa, un cyole d'ordre 2, B, B'2
col do type 1. En outre la ligne analytique
invarianta, qul sépare, a 1'intériaur de (&),
les zones d’'influence do chacun des points du
aycla B, 3'2, passe par un col de type 2, A3.
Pour A,, bisn que le multiplicatour de plus
grand module solt négatif, co point appartlent
a une frontlare parca qu'il séparo les zones
d*influsnce da doux points d’un mome cyele
dtardre 2 (voir ie paragraphe 3.2). La courbe
(r) exinte encore pour o= 1,1 et est peu
affectée par la variation du parametre, ce qui
nteet pas le caé pour l'allure de (F) a
1*intérisur do (Fl

¢y La valeur o= 1,2 corraspond a un cas
de bifurcation, limite entre los comportements
quallitatifs différents de aj et bje La courbe
(M)existe toujours et ast voisine de la courbe
(")obtanue pour ol = 1,1, mais 41 apparait un
coarclo, intérieur a (), qui comporte une in-
£inité de oycles d'ordre 2, Son équation est:

2

x4 y2 ~-1,2x+y 40,520

4 -8, Zonas complotoment invariantes

Reprenons la récurrenas (18) avec h = 2,3.
L'origine est un col de type 2, dont le mul=-
tiplicatsur de plus grand module est négatif
(indtce +#1}. Ce point est entourd par une
gourbe fermée répulsive (Figure 16) sur lo-
gualle se trouvent un aycle d'ordra 4, foyer
de type 1, By B, 33 By, ot un cycle d'ordre 4
col de type 1, Al Aa A3 A4. Touts condition
initiale, prise a 1'intérieur de cette courbe
fermds, donne apres un certain nombre d'itéra~-
tions une suite ds points représentés sur la o
gure 16, Ces point sont dans deux réglons
ngomplatement invariantes” par application de
(18) avee h = 2,3

4 =9, Domaine de ptahilltd non connaxe

Un exemple d'une telle situatlon as%
fourni par la réourrance
(20) x a = =X =Y - 12
nel * In ¢ Tna n n n
ou la domaine d’attraction de 1'origine est

gongtitué par deux régions gépardes.

12

C. MIRA

5 - Conclusion

Nous nous sommos limitds, dans ce taxte,
au cas ou les fonctions [ ot g de (1) n*ont
pas de points d’indétermination, et malgre
cecl nous sommes loin d’avolr dpuisé, avec
cotte hypotese, tous les cas poesibles, Si
1ncomplé¥;fqﬁé~soit cotte dtude, nous pensons
sopandant qu’ellie peut aontror 1’intéret qui
g'y attachs, Il faut remarquer, en outre, que
dss dquations telles que (1) ne servent pas
uniquement a décrire le comportement d’un 5ys-
teme a Données Echantillonnées, mais soni nussel
un outil pour 1l*étude et la détermination des
solutionn périodiques des équations différan—
tielles non lindaires [16]. Les propriétés
mises en 4vidence peuvent aussi etre utilisées
pour 1’analyse des solutione des dquations
fonctionnalles de Schrider volr par exomple
(3] ot 0]

gonnaissance du domaine 4'existence de ces

a deux variables réslles, car la

golutions et 1'étude de leurs singularités est
en rolation étroite avec 1'étude du domaine
limité par (F), 116 a la récurrence qui figure

dans caes Gquations.

Les exemples que nous AVORS traités nous
ont omené a meiire en évidence dos cas de bi-
turcation, c'est a dire des cas de grande sen=
sibilité de; golutiono d'une réourrence BOUS
1’effot d'unc variation da parametrs, Bien que
les bifurcations envigagdes dans ce taxte
aient pour orlgine 1'apparition d'une courbe de
cyoles doubles, i} faut noter que les conditions
d'existence d'un tel phénomena ne gont pas dues
unigquemont a ca falt. Ainei des bifurcations,
correspondant a un changement de stabilité d'un
point doubla, avec naigsance ou disparition
[16] peu-
vent se produire pour des réourrences ayant la

d'un gutre point double ou d’un oyole
forme (1). Nous nous proposons de considérer ce
probleme dans une autre publlcation.
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RESUME

Soit le s'ystéme 4 Données Echantillonnées
(Sampled Data System) dont le comportement
est décrit par la récurrence non linéaire au-
tonome, a variables réelles :

X

n+l _f(xn’y)

n

(1)

1}

% .
+
ntl = g (xn , yn)
f et g dtant deux fonctions continues par rap-
‘port 4 leurs arguments, et la relation (1} dé-
finissant une transformation ponctuelle non
dégénérée,

On se propose de déterminer la frontiére
( ') du domaine d'influence d'un point double
{ou d'équilibre) stable de (1), dans le plan
(xn . yn), un point double yérifiant la relation :

. o

(2}

1]

x=f{x, v

il

y=gx,y

Les propriétés de {¥*) sont données 2 partir
de ses points caractéristiques qui sont, en gé-
néral : -

- des points doubles ingtables

- des cycles d'ordre m instables {m = 2, 3. )

c'est-a-dire des points vérifiant !

=f(xn,y)

X
n+m n

(3)

H

Yoprm = & %n Y,

Des exemples de détermination de ( ') sont
données, et d'autre part certains cas de bifur-
cation de ( P') {changement de comportement
qualitatif), en présence d'une variation d'un
parameétre intervenant dans {1), sont traités,
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